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Résuḿe

Il est reconnu qu’utiliser les nombres flottants dans un
programme de calcul pose des problèmes de pŕecision,
puisqu’en machine un nombre est représent́e sur un nombre
fini de bits, alors qu’en arithḿetique exacte un nombre peut
avoir une infinit́e de d́ecimales. On voudrait donc pouvoir
contrôler et estimer cette perte de précision et c’est ce que
fait la méthode CESTAC (Contrôle et Estimation STochas-
tique des Arrondis de Calculs). Cet article en présente l’im-
plantation mat́erielle.

1. Introduction

L’utilisation des nombres flottants pour le calcul scien-
tifique est alt́eŕee par le fait que chaque opération peut
géńerer une erreur d’arrondi qui se répercute ensuite sur les
calculs suivants. Cette erreur est telle que parfois le résultat
obtenu est totalement différent du ŕesultat escompté. Le but
de l’approche stochastique et de la méthode CESTAC est
d’estimer cette erreur, et ainsi de pouvoir contrôler la vali-
dité des ŕesultats fournis par la machine.
Une version logicielle de la ḿethode CESTAC existe, mais
est tr̀es côuteuse en temps de calcul. La version matérielle
vise donc̀a en aḿeliorer les performances.
Cet article pŕesente l’implantation matérielle d’une unit́e
de calcul flottant mettant en œuvre l’arithmétique sto-
chastique. La deuxième partie sera consacréeà une br̀eve
présentation des bases de l’arithmétique stochastique.
L’implantation mat́erielle de la ḿethode CESTAC sera
détaillée dans la troisième partie. Nous en présenterons en-
suite les performances. Enfin la conclusion sera donnée
dans la cinquìeme partie.

2. L’arithm étique stochastique

La méthode CESTAC áet́e d́evelopṕee par M. La Porte
et J. Vignes [1] [2][3]. L’id́ee principale de la ḿethode
consisteà ex́ecuter plusieurs fois le m̂eme programme en
propageant diff́eremment les erreurs d’arrondi. Le résultat
significatif sera la partie commune des différents ŕesultats
ainsi obtenus.

2.1. L’arithm étique aĺeatoire

Tout ŕesultat d’un calcul est encadré par deux flottants
R+ et R−. En utilisant un mode d’arrondi, on va choi-
sir par lequel deR+ ou R− le résultat vaêtre approch́e.
L’arithmétique aĺeatoire permet de choisir aléatoirement
R+ ouR− comme ŕesultat avec la m̂eme probabilit́e 1

2 .

2.2. L’estimation de la précision

Le résultat du calcul̀a la fin de son ex́ecution est la
moyenne des diff́erents ŕesultats calculés par la ḿethode,
soit :

R =
1
N

N∑
i=1

Ri

Le nombre de chiffres significatifs de R s’exprime par :

CR = log10

√
N.|R|
s.τβ

avec s2 =
1

N − 1

N∑
i=1

(Ri −R)2 (1)

En pratique : PourN = 2, τβ = 12.706 et pourN =
3, τβ = 4.303

2.3. Le źero informatique

Comme tout ŕesultat d’un calcul flottant est entaché
d’erreurs d’arrondi, il se peut que ces erreurs se répercutent
sur un ŕesultat cenśe être nul. La notion de źero informa-
tique a donćet́e introduite [4]. Un ŕesultat informatique R
est un źero informatique (not́e 0) si R=0 enétant signi-
ficatif ou bien si R est quelconque mais non significatif.
Concr̀etement un ŕesultat R obtenu par la ḿethode CES-
TAC est un źero informatique, si une des conditions sui-
vantes est vraie :

1. ∀ i, ri = 0,

2. CR ≤ 0.

2.4. Ŕesuḿe

La méthode CESTAC consiste doncà :
– effectuer l’oṕeration flottante sur les trois compo-

santes des opérandes avec̀a chaque fois un mode d’ar-
rondi différent

– choisir aĺeatoirement le mode d’arrondi



– calculer le nombre de chiffres significatifs
– calculer la moyenne des résultats finaux
– détecter les źeros informatiques

3. Implantation matérielle

L’architecture propośee comporte deux parties : une
dédíeeà la ḿethode CESTAC et une autre qui est une unité
flottante normaliśee au format IEEE-754. Toutes lesétapes
décrites en 2.4 vont devoirêtre ŕealiśees soit de façon logi-
cielle soit directement en matériel.

3.1. Les 3 ex́ecutions

Un petit automate ordonnance les opérationsà la fois
au niveau de l’unit́e flottante et du bloc CESTAC. La
même oṕeration est effectúee sur les trois composantes
des oṕerandes, seul le mode d’arrondi diffère. Par exemple
pour effectuerA + B, A et B étant deux nombres sto-
chastiques dont les composantes sont(A1, A2, A3) et
(B1, B2, B3), on calculeA1 Op B1, A2 Op B2 et
A3 Op B3.

3.2. Arrondi al éatoire

La méthode CESTAC demande de choisir aléatoirement
un mode d’arrondi entre+∞ et −∞ pour les deux
premìeres ex́ecutions. Le mode d’arrondi de la troisième
exécution est l’oppośe de la deuxìeme. Pour ǵeńerer un ar-
rondi aĺeatoire entre+∞ et−∞, on utilise un LFSR (Li-
near Feedback Shift Register) de 32 bits.

3.3. Calcul du nombre de chiffres significatifs

Le nombre de chiffres significatifs est donné par la for-
mule 1. Cette formule est trop complexe pour pouvoirêtre
implant́ee directement en matériel et il a donc fallu la sim-
plifier :

– On calculd1 = |R1 − R2|, d2 = |R1 − R3|, d3 =
|R3 −R2|

– Pour chaquedi on cherche la position du premier bit
à 1 (pi)

– Le nombre de bits significatifs estmin(p1, p2, p3)
Cette nouvelle ḿethode de calcul áet́e valid́ee par compa-
raison avec la version logicielle de la méthode CESTAC.
Ceci est facilèa implanter en matériel au moyen de trois
opérateurs qui calculent la valeur absolue de la différence,
trois encodeurs de priorité pour rechercher la position du
premier bità 1, trois comparateurs et quelques portes lo-
giques pour ŕecuṕerer le minimum.

3.4. Calcul du résultat moyen

Ceci est laisśe à la charge du logiciel car son implan-
tation en mat́eriel est trop côuteuse et que ce calcul n’est
effectúe qu’une foisà la fin du programme pour avoir un
unique ŕesultat au lieu des trois toujours utilisésà chaque
calcul.

3.5. D́etection des źeros informatiques

Pour d́etecter un źero informatique, il faut v́erifier une
des conditions suivantes :

1. ∀ i, Ri = 0,

2. CR ≤ 0.

En mat́eriel, il suffit d’un peu de logique combinatoire pour
tester si les trois ŕesultats sont nuls ou si le nombre de bits
significatifs vaut źero.

4. Performances

Le tableau 1 donne les performances de l’unité
flottante stochastique. La bibliothèque de cellules uti-
lisée est ALLIANCE/SXLIB [5]. Elle a ét́e plaćee et
rout́ee avec CADENCE/SILICON ENSEMBLE et l’ana-
lyse temporelle aét́e ŕealiśee avec AVERTEC/TAS
(http ://www.avertec.com).

Taille Techno Surface Fréquence
(bits) (µm) (mm2) (MHz)
32 0.35 1.51 59
64 0.35 2.19 52
32 0.25 0.18 187
64 0.25 0.25 167

TAB . 1. Performances de l’unit é flottante stochastique

5. Conclusion

Nous avons d́evelopṕe une unit́e flottante stochastique
effectuant l’addition, la soustraction, la comparaison et les
conversions entier/flottant. Avec une technologie de 0.25
µm, cette unit́e 32 bits repŕesente une surface de 0.18mm2

et fonctionnèa la fŕequence de 187 MHz. Maintenant pour
utiliser cette unit́e nous avons̀a l’intégrer dans un cœur
de processeur et envisageons de l’implanter sur un FPGA.
D’autres oṕerateurs tels que la multiplication, la division et
la racine-carŕee sont en cours de développement.
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