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Résumé

Cette thèse traite de fonctions de coûts de graphes orientés sans circuit destinées à
modéliser simplement la mémoire d’une machine lors de l’exécution d’un programme.
L’objectif final est d’accélérer le fonctionnement de programmes de simulation au cycle
près de systèmes synchrones en améliorant la gestion de la mémoire lors de leur exécution.

Dans cette thèse, nous définissons deux fonctions de coût, appelées DSC (Directed
Sum Cut) et UCS (Uniform Cost Stack), ainsi que les problèmes d’optimisation corres-
pondants. Nous montrons tout d’abord que l’obtention d’une solution optimale est un
problème difficile pour les deux fonctions, dès les graphes de profondeur deux. Nous pré-
sentons ensuite des algorithmes permettant d’obtenir des solutions optimales en temps
polynomial pour certaines classes de graphes : les anti-arborescences, les arborescences,
certains graphes série-parallèles, et finalement les ordres intervalles. Nous concluons en
présentant les résultats d’expériences pratiques montrant que nos modèles permettent
d’obtenir des accélérations de temps de simulation.



iv Résumé



v

Abstract

This thesis deals with directed acyclic digraphs cost criteria designed to model the
memory of a machine during the execution of a program. The aim is to speedup synchro-
nous system cycle-based simulation programs by increasing memory management during
their execution.

In this thesis, we define two criteria, called DSC (Directed Sum Cut) and UCS (Uni-
form Cost Stack), along with the corresponding optimization problems. We first show that
both problems are difficult for digraphs of depth two. We then present polynomial algo-
rithms leading to optimal solutions for some classes of digraphs : intrees, outtrees, some
series-parallel graphs, and interval orders. We conclude by showing experimental results
in which heuristics designed for our models lead to significant simulation speedups.
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1

Introduction

Lors de la conception de circuits ou de systèmes intégrés, l’aide de l’ordinateur est devenue
prépondérante. Le cercle vertueux engendré par le fait que les microprocesseurs d’une
génération aident à la conception de ceux, plus puissants, de la génération suivante, est
connu sous le nom de loi de Moore. Cette loi, énoncée en 1965 par Gordon Moore [Moo65],
cofondateur de la société Intel, affirme que “le nombre de transistors par circuit de même
taille va doubler tous les 18 mois” (voir figure 1). Même si actuellement le modèle converge
vers une période de 24 mois (comme l’a corrigé Moore lui-même en 1975 [Moo75]), la loi a
marqué les esprits puisqu’elle est devenue un défi pour les concepteurs de microprocesseurs.

Fig. 1 – Courbe tirée de l’article de Gordon Moore (1965)

Face à une telle croissance, la complexité des problèmatiques de la conception assistée
par ordinateur augmente de la même façon. Le cadre dans lequel se placent les travaux de
cette thèse est celui de la simulation. En effet, partant du constat qu’un programme est
beaucoup plus facile à modifier qu’une puce de silicium, les concepteurs ont rapidement
réalisé qu’il était nécessaire de disposer d’un moyen permettant, à partir d’une description
d’un système, de prévoir son comportement final pendant sa conception. Ceci a été rendu
possible par l’élaboration de programmes de simulation, permettant d’éliminer un maxi-
mum de problèmes avant de procéder à des tests réels. Encore une fois, la croissance de
la complexité des entrées a rendu obsolètes les méthodes les plus simples, et la simulation
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est devenue un important goulot d’étranglement pour la conception de systèmes intégrés.
Aujourd’hui, les deux méthodes extrêmes présentées dans le chapitre 1 cohabitent en fonc-
tion des différents objectifs et compromis que le concepteur veut fixer. Il s’agit d’une part
de la simulation événementielle, qui réalise un ordonnancement dynamique du fonction-
nement des composants du système, et d’autre part de la simulation au cycle près, qui
repose sur un ordonnancement statique par la création d’un programme de simulation.

Tout d’abord, la simulation événementielle consiste en un ordonnancement dynamique
des calculs à effectuer, en fonction des modifications de ceux dont ils dépendent. L’avan-
tage de cette méthode est d’une part de ne pas faire répétitivement des calculs dont les
paramètres n’ont pas été modifiés depuis le dernier passage, et d’autre part de donner
la possibilité d’effectuer des simulations avec une discrétisation temporelle paramétrable.
Cette liberté est obtenue au prix de la gestion de listes et d’échéanciers. A l’inverse,
la simulation au cycle près procède par un ordonnancement statique, et construit un
programme de simulation, qui est ensuite compilé puis exécuté. Libérée des aspects dy-
namiques, cette méthode est plus rapide que la simulation événementielle, mais elle est
en général limitée à la simulation de systèmes synchrones, c’est-à-dire pour lesquels tous
les composants sont synchronisés sur la même horloge.

Les systèmes actuels résultant de l’assemblage de composants de moindre complexité,
on en est venu à dire qu’ils sont localement synchrones, et globalement asynchrones, ce
qui permet maintenant d’appliquer des méthodes hybrides pour leur simulation [SS92].
Or, les parties synchrones sont encore suffisamment complexes pour résister aux méthodes
classiques de simulation au cycle près, puisque les programmes générés ne sont pas adaptés
aux optimisations classiques des compilateurs. En particulier, le grand nombre de variables
qu’ils utilisent engendrent des problèmes de gestion de la mémoire lors de l’exécution, dans
lesquels réside le cœur des travaux de cette thèse. La dernière section du chapitre 1 est
consacrée à un état de l’art succinct sur les méthodes de simulation au cycle près.

Les deux modèles proposés dans le cadre de nos travaux (DSC, pour Directed Sum
Cut et UCS, pour Uniform Cost Stack, et présentés au chapitre 2), ont pour objectif, à
partir de la description d’un système, de donner une estimation de la durée d’exécution
du programme final sur un ordinateur. Ces coûts reposent sur une estimation des durées
de chargement des variables du programme à partir de la mémoire. La simplicité des
modèles nous permet ensuite de formaliser deux problèmes d’optimisation combinatoire
de la classe des problèmes de numérotation de graphes.

La section 2.1 du chapitre 2 est dédiée à la justification des fondements de nos modèles.
Les deux modèles partent du fait que les différentes politiques de gestion de mémoire des
ordinateurs tentent de prévoir les futures utilisations des variables en repoussant celles
qui sont peu utilisées dans des zones difficiles d’accès, de façon à garder celles qui le sont
souvent dans des zones peu coûteuses. Le modèle DSC, présenté en section 2.2.3, repose
sur le constat qu’une numérotation d’un graphe correspond à une numérotation des lignes
du programme correspondant, et vise donc à modéliser le fait que les utilisations d’une
variable doivent être faites dans la mesure du possible le plus rapidement après sa création.
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Le modèle UCS, présenté en section 2.2.4 part d’une représentation de la mémoire sous
forme d’une pile, dans laquelle les accès aux variables ont un coût plus important selon
leur date de dernière utilisation.

Dans le chapitre 3, dédié à la présentation des résultats théoriques obtenus lors de nos
travaux, nous montrons que les deux problèmes sont difficiles pour les graphes de profon-
deur 2. Ensuite nous montrons que l’étude de certaines classes de graphes peut conduire
à des sous-problèmes résolvables en temps polynomial. Tout d’abord, en sections 3.2.1)
et 3.2.2, nous montrons que la structure récursive des anti-arborescences et des arbores-
cences permet d’obtenir une résolution polynomiale. De la même façon, nous présentons
en section 3.2.3 un algorithme exploitant la structure récursive d’une classe de graphes
série-parallèles pour atteindre une numérotation optimale en temps polynomial. Nous
montrons aussi dans cette section que la méthode n’est pas valable pour d’autres classes
de graphes série-parallèles. Le dernier résultat de polynomialité, présenté en section 3.2.4,
concerne les ordres intervalles. Ce résultat repose sur une propriété des sommets sans
successeurs de tels graphes.

Le chapitre 4 est consacré à la présentation de résultats expérimentaux. Dans un
premier temps, nous présentons différentes heuristiques élaborées pour nos études, puis
nous montrons que malgré leur simplicité, les deux modèles de mémoire conduisent à des
estimations cohérentes des durées d’exécution des programmes. Ensuite, nous montrons
que nos travaux ont mené à des heuristiques permettant d’obtenir des programmes plus
rapides que les méthodes actuellement utilisées.

Le dernier chapitre présente finalement les conclusions de nos travaux, ainsi que les
perspectives de recherche qui en découlent, avec en particulier l’intégration complète de
nos méthodes dans des environnements de simulation, ainsi que l’étude de classes de
graphes pour lesquelles des algorithmes polynomiaux n’ont pas encore été trouvés.
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Chapitre 1

Simulation

Un des problèmes lors de la conception de circuits ou de systèmes intégrés est que
les modifications a posteriori sont difficiles, voire impossibles dans le cas du silicium. On
estime d’ailleurs que le coût de la détection d’une faute (le coût de la réparation est
prépondérant) dans un circuit est multiplié par un facteur 10 à chacune des étapes sui-
vantes : conception, test, fabrication, fonctionnement dans la machine finie. Au contraire,
tout programme fonctionnant sur un ordinateur est relativement facile à modifier. Le pro-
cessus par lequel on émule le fonctionnement d’un système par le fonctionnement d’un
programme sur un ordinateur est appelé simulation.

Avec la croissance exponentielle de la taille et de la complexité des circuits, la simula-
tion est devenue un important goulot d’étranglement dans la CAO (Conception Assistée
par Ordinateur), et il est important de comprendre qu’un compromis doit être accepté
par le concepteur entre ses différents objectifs (détection de fautes, génération de jeux
de test, exactitude logique, respect de contraintes temporelles, etc. . . ). En conséquence,
lors de la conception de grands et très grands systèmes intégrés, l’utilisation de la simu-
lation a pris une telle place, que toute méthode permettant une accélération est devenue
primordiale. Après avoir détaillé le contexte de la conception de systèmes intégrés et les
différents buts de la simulation, nous montrerons dans ce chapitre deux méthodes ayant
chacune des objectifs disctincts : la simulation événementielle, et la simulation au cycle
près. Nous conclurons pour chacune en montrant les limites des méthodes actuellement
utilisées.

1.1 Contexte de la conception de systèmes intégrés

L’objectif de cette section est de présenter le cadre dans lequel se situe la simulation : la
conception de systèmes intégrés. Les méthodes et les technologies permettant l’intégration
de circuits numériques sur des puces de silicium n’ont cessé d’évoluer. En particulier, la
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Mémoire Unité arithmétique

Multiplieur

ALU

Additionneur

Contrôle

Fig. 1.1 – Description hiérarchique d’un système

densité actuelle permet maintenant d’intégrer sur une seule puce des systèmes entiers
(SoC, pour System on Chip), c’est à dire un microprocesseur avec des mémoires, des
bus, et tous les composants nécessaires à une application. On peut même concevoir des
réseaux de processeurs sur puce (NoC, pour Network on Chip). Bien évidemment, l’aide de
l’ordinateur est primordiale pour la plupart des étapes de la conception de tels systèmes.
C’est la CAO. La simulation (voir section 1.2) est une de ces étapes.

1.1.1 Description d’un système et méthodes de conception

En général, un concepteur de systèmes intégrés obtient d’un client des spécifications du
système requis. Il commence par le diviser en blocs fonctionnels, c’est à dire une description
de haut niveau (figure 1.1). Chacun de ces blocs peut alors être spécifié plus finement. En
bas de l’échelle d’abstraction, le concepteur arrive finalement à écrire des circuits, c’est à
dire des ensembles de portes logiques reliées entre elles par des fils. On peut aussi appeler
ces fils des signaux, en les représentant par leur valeur. Cette méthode de conception est
appelée top-down. A l’inverse, lorsqu’il prend connaissance relativement tôt qu’il devra
utiliser certaines briques de base (comme par exemple les ALU, pour Unités de Logique
Arithmétique), le concepteur peut commencer son travail par leur élaboration, et ensuite
les assembler progressivement entre elles de façon à monter de niveau d’abstraction. Il suit
alors une méthode de type bottom-up. Le choix des algorithmes de simulation dépendent
évidemment beaucoup du niveau d’abstraction auquel se place le concepteur.
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1.2 Objectifs et méthodes de la simulation

L’objectif de cette section est de présenter la simulation dans le cadre de la CAO au
travers de ses différents objectifs, ainsi que des différents niveaux appropriés. On pré-
sentera en détails les deux méthodes extrêmes en terme de complexité : la simulation
événementielle et la simulation au cycle près. Cette section synthétise des introductions
présentées par Gosling [Gos93], ainsi que Hommais [Hom01].

1.2.1 Objectifs de la simulation

Les objectifs de la simulation sont multiples, et on montre dans la suite que le concep-
teur de systèmes doit élaborer sa stratégie de simulation en les prenant en compte. Nous
présentons ici les quatre principaux.

Exactitude fonctionelle

L’élément qui intéresse le plus le concepteur lors de la simulation est a priori de vérifier
que le système effectue correctement la fonction pour laquelle il a été conçu. Pour cela,
deux points doivent être considérés. Tout d’abord, les spécifications du système doivent
être connues sans ambiguïté, de façon à ce que la fonction correcte soit comparable avec
la sortie de la simulation. De plus, le comportement du système sous des conditions
inhabituelles peut être important. Si ces conditions ne font pas partie de la spécification,
la simulation de ce comportement peut se révéler très difficile.

Respect des contraintes temporelles

Lorsque le système final est succeptible d’être soumis à des contraintes temporelles,
et même lorsque ces contraintes paraissent très lâches, il peut être nécessaire de vérifier
qu’il les respecte. Par exemple, si chaque porte logique induit un certain délai, un système
peut rapidement subir un délai non négligeable [Gos93].

Détection de fautes

Les délais divers dans un système peuvent induire des accidents (c’est à dire un signal
dont la valeur ne respecte pas la logique, voir l’exemple de la figure 1.2, explicité ci-
dessous) qui modifient radicalement les calculs. Le concepteur peut vouloir vérifier ce
genre d’événements, et attendre différents comportements de la part du simulateur, car
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(b) Evolution des signaux au cours du temps

Fig. 1.2 – Exemple d’accident causé par la prise en compe de délais

celui-ci n’a aucun moyen de deviner les calculs visés. Le simulateur peut alors tenter de
le faire quand même, s’arrêter, voire même essayer de deviner quand même les intentions
du concepteur en utilisant des méthodes de prédiction.

Dans l’exemple de la figure 1.2, on cherche à montrer que la simulation du circuit de
la figure 1.2(a) peut conduire à une faute, même avec l’hypothèse de délais constants. La
valeur du signal X (resp. Y ) est définie comme égale à celle du signal A (resp. B). La
seule différence est que toute modification de la valeur du signal A prend trois fois plus
de temps à être répercutée sur le signal X que pour B. On peut voir pour l’exemple de la
figure 1.2(b) que la valeur de Z connaît un artefact dû au fait que l’ordre des changements
(B puis A) a été pris en compte dans l’autre sens.
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A
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D

E

F

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

G1

G2

G3

G4

(a) Circuit

Porte Liste
G1 {v1, v2}
G2 {v2, v3}
G3 {v4, v5}
G4 {v5, v6}

(b) Listes de sen-
sibilité (signaux
des entrées des
portes)

Temps v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 Portes à évaluer
Init 0 0 0 0 0 0 0 0 ∅
0 1 1 0 0 0 0 0 0 G1, G2

1 1 1 0 1 1 0 0 0 G3, G4

2 1 1 0 1 1 0 1 0 ∅

(c) Etat des signaux lors de la simulation

Fig. 1.3 – Exemple de simulation événementielle d’un circuit

1.2.2 Simulation événementielle

L’activité des composants d’un système peut être importante, même dans le laps de
temps d’un cycle d’horloge. L’idée de la simulation événementielle est d’utiliser comme
unité de temps des fractions de délais de portes. Le nombre de pas de simulation pour un
cycle est donc beaucoup plus important, mais en revanche le nombre de signaux modifiés
à chaque étape est potentiellement faible, car on n’évalue que les signaux dont les entrées
ont changé depuis la dernière étape. L’ordonnancement de la simulation des différents
composants du système est alors dynamique, dans le sens où il est déterminé lors de la
simulation. Un exemple de simulation événementielle pour laquelle on a pris un pas de
temps correspondant au temps de traversée d’une porte est montré en figure 1.3.

Le principal avantage de la simulation événementielle est sa flexibilité, car elle permet
de gérer indifféremment des systèmes synchrones et asynchrones avec des délais arbitraires.
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Algorithme

Pour simuler le comportement d’un système par une méthode événementielle, il est
nécessaire de maintenir pour chaque porte une liste des signaux pour lesquels tout événe-
ment nécessite une nouvelle évaluation, c’est à dire les signaux d’entrées. Cette liste est
appelée liste de sensibilité. L’algorithme de simulation se découpe alors en deux étapes.
Premièrement, on évalue les portes qui doivent l’être en fonction des événements sur les
signaux, et toute modification d’un signal est postée dans un échéancier. Ensuite, on met
à jour les signaux à partir de l’échéancier, et on détecte les événements qui sont causés
par ces modifications.

Problèmes

L’inconvénient principal de la simulation événementielle est sa lenteur, car la ges-
tion dynamique des événements lors de la simulation impose de grands délais. On peut
d’ailleurs remarquer que le surcoût induit par la gestion de l’échéancier et des listes de
sensibilité est d’autant plus importante que les calculs réalisés par les portes sont simples.
En effet, on pourrait considérer que, dans ce cas, la perte de temps causée par des calculs
redondants (c’est-à-dire de portes dont les entrées n’ont pas été modifiées) serait compen-
sée par le gain sur les gestions. C’est ce que fait la simulation au cycle près, présentée
par la suite. De plus, on peut considérer que le graphe du système est interprété plutôt
que compilé, ce qui fait que le temps de simulation est fonction de l’activité du système
plutôt que de sa taille. Ceci explique le succés de cette méthode de simulation lors des
années 70-80, durant lesquelles cette activité était comprise entre 1% et 20% ([Ulr69]).
Cependant, la prédominance des systèmes synchrones dans les années 90, associée à une
importante augmentation de la densité d’événements par cycle causée par l’émergence des
techniques de parallélisme et de pipelining, a favorisé à nouveau la simulation au cycle
près.

Un autre phénomène peut réduire grandement l’efficacité de la simulation événemen-
tielle. En effet, alors qu’il est primordial de n’évaluer que les portes dont l’évaluation est
nécessaire, des cas très simples peuvent conduire à des événements inutiles [Hom01]. Par
exemple, dans la figure 1.4, on peut voir que les évaluations de G2 et G3 au temps 0 sont
inutiles. Une méthode pour résoudre les problèmes du type de la figure est d’utiliser des
méthodes d’ordonnancement [WM90]. Dans l’exemple, l’évaluation de G1, puis G2, puis
G3 donne le résultat avec un nombre d’itérations optimal.

1.2.3 Simulation au cycle près

Aussi appelée simulation par code compilé, la simulation au cycle près sert à vérifier
que les sorties du système sont correctes. En effet, dans un tel simulateur, la structure
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(a) Circuit

Temps A B C D v1 v2 v3 Portes à évaluer
Init 0 0 0 0 0 0 0 ∅
0 1 1 1 1 0 0 0 G1G2G3

1 1 1 1 1 1 0 0 G2

2 1 1 1 1 1 1 0 G3

3 1 1 1 1 1 1 1 ∅

(b) Etat des signaux lors de la simulation

Fig. 1.4 – Exemple de circuit générant des événements inutiles

du système simulé est stockée en mémoire, et chaque composant/élément logique a son
propre code de simulation. La simulation au cycle près est appelée ainsi car chaque signal
est évalué une fois par cycle d’horloge. Son grand avantage est son potentiel à fournir
des simulations très rapides car elle élimine tous les délais induits d’une part par l’ordon-
nancement dynamique et d’autre part par la propagation des événements. La simulation
au cycle près est parfaitement adaptée aux systèmes synchrones, cependant, comme on
le verra en 1.2.4, certains simulateurs au cycle près peuvent gérer des systèmes munis de
délais arbitraires.

Algorithme

Si on veut simuler un système à partir d’une description de celui-ci comme un ensemble
de portes logiques (figure 1.5(a)), le fonctionnement de la simulation au cycle près repose
dans un premier temps sur la construction de son graphe de causalité (figure 1.5(b)).

Définition 1 (Graphe de causalité d’un système). Etant donné un système S décrit
comme un ensemble de portes logiques et de signaux correspondant à leurs entrées et
sorties respectives, on peut construire le graphe de causalité G = (V, A) (aussi appelé
graphe de précédence) de la façon suivante :

(i) A chaque signal s de S on associe par une bijection f un sommet v = f(s),
(ii) Pour tout couple de sommets de G {u, v} ∈ V × V , on ajoute l’arc (u, v) à A si

et seulement s’il existe une porte p dans S telle que le signal f−1(u) est une entrée
de p et que le signal f−1(v) en est une sortie.
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i 1 2 3 4 5 6 7 8
ϕ(i) v1 v2 v3 v6 v4 v5 v7 v8

(c) Numérotation possible

1 : V1 ← A
2 : V2 ← B
3 : V3 ← C
4 : V6 ← D
5 : V4 ← AND(V1, V2)
6 : V5 ← AND(V2, V3)
7 : V7 ← OR(V4, V5)
8 : V8 ← OR(V5, V6)

(d) Code de simula-
tion

Fig. 1.5 – Génération du code pour la simulation au cycle près d’un circuit

Dans un second temps, on réalise un tri topologique du graphe de causalité du système
(figure 3.20(a)). Cette opération, appelée levelisation, correspond en fait à une numéro-
tation du graphe (chapitre 2), et sert à s’assurer que le simulateur respecte le principe
de causalité, c’est-à-dire que les sorties d’une porte ne peuvent être calculées avant ses
entrées. Pour l’exemple, une numérotation possible est donnée en figure 3.20(a). Dans un
second temps, une équation est générée pour chaque porte pour représenter la relation
entre ses sorties et ses entrées à partir de relations logiques telles que AND, OR, etc.
Finalement, le programme de simulation est généré (figure 1.5(d)).

Souvent, et puisque les 3 ensembles correspondants sont isomorphes deux à deux, on
désignera de la même façon :

– Un signal du système,
– Un sommet du graphe,
– Une variable du code de simulation.



1.2. Objectifs et méthodes de la simulation 13

Problèmes

Les méthodes de simulation au cycle près souffrent principalement de deux incon-
vénients majeurs. Tout d’abord, elles sont incapables de gérer simplement les systèmes
asynchrones. Ensuite, elles n’offrent pas d’informations temporelles et de délais dans leur
modèles, ce qui ne leur permet pas d’être appliquées telles quelles dans beaucoup de cas
(voir section 1.2).

Un autre inconvénient de la simulation au cycle près est venu de la croissance expo-
nentielle de la taille des sytèmes considérés par les concepteurs. En effet, puisque chaque
porte du système est évaluée lors de chaque cycle, les temps de simulation peuvent devenir
rédhibitoires même si l’activité globale du système est faible.

De plus, la simulation au cycle près, à la différence de la simulation événementielle,
assume que le système simulé est synchrone, c’est-à-dire que l’activité de tous les élé-
ments de celui-ci est synchronisée sur une horloge commune. En pratique, presque tous
les systèmes ont justement des connections asynchrones [Jen91, DeV97]. . . En réalité, cette
situation a tendance à évoluer dans le temps. Par exemple, au début des année 90, les
circuits étaient majoritairement synchrones [SS92] alors qu’actuellement la tendance est
aux systèmes localement synchrones mais asynchrones dans leur ensemble.

L’inconvénient final de la simulation au cycle près est celui sur lequel portent nos
travaux. Ce point part du constat que le code de simulation est compilé à l’aide d’un
compilateur classique, et que les options d’optimisation habituellement rencontrées sur
de tels compilateurs ne sont pas adaptées aux codes générés pour la simulation. En effet,
ils ne comportent ni boucles ni instructions de branchement, éléments qui sont prépondé-
rants dans les fameuses options de compilation. Or, devant la croissance de la taille des
systèmes à simuler, les problèmes sont de deux natures. Tout d’abord, l’utilisation des op-
tions d’optimisation du compilateur est à proscrire car elles font appel à des algorithmes
extrêmement coûteux en temps pour un résultat nul.

Ensuite, comme le montre le tableau 1.1 dans le cas où l’on permute les évaluations
des signaux V4 et V5, tous les ordres topologiques possiblement induits par le graphe de
causalité d’un système mènent à un code de simulation différent. Or, à l’échelle d’un
système, différents ordres peuvent conduire à des durées de simulation très différentes
(chapitre 4). Ceci est dû à la gestion de la mémoire lors de l’exécution (défauts de cache).
C’est sur ce point que portent les travaux de cette thèse. En proposant des modèles simples
de représentation de la mémoire (chapitre 2), nous proposons des méthodes permettant de
conduire à un ordre d’activation des portes lors de la simulation permettant de minimiser
les défauts de cache. La simplicité des modèles, tout en représentant de façon réaliste les
états de la mémoire comme le montrent nos résultats pratiques (chapitre 4), permet de
ne pas obtenir des algorithmes lourds en calculs, ce qui ne conviendrait pas à la taille des
systèmes simulés.
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1 : V1 ← A
2 : V2 ← B
3 : V3 ← C
4 : V6 ← D
5 : V4 ← AND(V1, V2)
6 : V5 ← AND(V2, V3)
7 : V7 ← OR(V4, V5)
8 : V8 ← OR(V5, V6)

1 : V1 ← A
2 : V2 ← B
3 : V3 ← C
4 : V6 ← D
5 : V5 ← AND(V2, V3)
6 : V4 ← AND(V1, V2)
7 : V7 ← OR(V4, V5)
8 : V8 ← OR(V5, V6)

Tab. 1.1 – Codes différents pour la simulation du circuit de la figure 1.5

1.2.4 Etat de l’art sur la simulation au cycle près

L’objectif de cette section est de présenter comment les concepteurs de simulateurs au
cycle près gèrent les différents problèmes décrits dans la section précédente. Par exemple,
comment on peut simuler les parties localement synchrones d’un système au cycle près, et
simuler le comportement de ces différentes parties à un plus haut niveau d’abstraction à
l’aide de méthodes événementielles. Dans [SS92], une méthode est proposée pour pourvoir
à l’incapacité de la compilation au cycle près de simuler les propagations de délais. Cette
méthode repose sur une algèbre sur l’ensemble des signaux vus comme des ondes. D’autres
méthodes utilisent des réseaux de Petri. Une méthode intéressante proposée dans ([RD05])
utilise une classe de réseau de Petri appelée réseaux de Petri colorés restreints, permettant
d’appliquer des méthodes existantes en limitant l’explosion combinatoire. L’utilisation de
BDD (Binary Decision Diagrams) à la fin de chaque étape pour déterminer l’état suivant
( [UMR99]) est aussi rencontrée dans la littérature. Avec la connaissance à l’avance de
tous les délais des portes, [FLLO95] propose une méthode permettant de compiler un
simulateur événementiel en utilisant des graphes d’événements.

On peut aussi citer des méthodes utilisant la co-simulation matérielle/logicielle ([SBR05,
Row94]). Dans de tels systèmes, un coprocesseur destiné exlusivement à la simulation est
implanté. Selon l’objectif de la simulation, un compromis est réalisé entre la vitesse et la
précision en simulant à l’aide d’un logiciel certaines parties.

1.3 Conclusion

Nos travaux portent sur un réarrangement d’un code de simulation obtenu avec une
méthode quelconque. Ce réarrangement vise à accélérer l’exécution du code compilé par
la minimisation d’une fonction de coût reposant sur des modèles de mémoire décrits dans
le chapitre 2. Il est important d’insister sur le fait que notre méthode intervient après la
génération du code par un simulateur au cycle près, lors d’une phase de pré-compilation.
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Les principales contraintes que nous impose le problème sont au nombre de deux. Tout
d’abord, il est important que le temps d’application de notre méthode ne compense pas le
gain à l’exécution. En d’autres termes, si les modèles de mémoire que nous proposons sont
trop complexes, et devant la taille des systèmes dont nous voulons accélérer la simulation,
la phase de précompilation sera trop longue, et les gains lors de l’exécution du simulateur
seront trop faibles pour justifier son utilisation. Cependant, nos modèles doivent rester
réalistes. En effet, si les réarrangements de codes que nous proposons reposent sur des
modèles de mémoire trop éloignés de la réalité, les optimisations risquent de porter sur
une vision biaisée de la machine de simulation.

Les modèles que nous montrons dans le chapitre suivant sont suffisamment simples
pour conduire à des résultats théoriques intéressants, et pour être utilisables en pratique,
mais nous montrons de façon expérimentale (chapitre 4) que les codes obtenus par l’uti-
lisation d’heuristiques adaptées mènent à des simulations plus rapides.
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Chapitre 2

Modèles de mémoire

Comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent, un simulateur au cycle près n’est
autre qu’un programme fonctionnant sur un ordinateur, dont on veut qu’il fonctionne
le plus vite possible en respectant les objectifs de simulation. Or, comme il est montré
dans ce chapitre, l’utilisation des ressources de stockage des données est un enjeu crucial
pour la rapidité de l’exécution de tâches sur un ordinateur. Nous présentons donc d’abord
l’organisation de la mémoire d’un ordinateur et la manière dont elle est gérée lors de
l’exécution d’un programme. Dans un second temps, nous montrons deux fonctions de
coût destinées à donner une estimation relative, à partir du graphe de précédence d’un
système, du temps d’exécution du programme compilé, sur la base des accès aux variables
réalisés lors de l’exécution. Ces deux modèles servent à représenter de façon simple le fait
que lorsqu’une information n’est pas utilisée depuis longtemps, son exploitation est plus
difficile car les mécanismes de gestion de mémoire de l’ordinateur sont souvent conçus
pour favoriser les données les plus fréquemment ou les plus récemment utilisées. Nous
conclurons en présentant un résultat théorique permettant d’établir de façon simple la
non ambiguïté de la seconde fonction de coût, ainsi qu’une observation empirique sur la
corrélation linéaire entre les deux critères.

2.1 Mémoire d’un ordinateur

La rapidité d’un programme fonctionnant sur un ordinateur n’est pas liée exclusive-
ment aux calculs. En effet, les accès à la mémoire qui sont réalisés pour la récupération
des données peuvent donner lieu à des durées non négligeables. Ceci vient du fait que
la mémoire est organisée en différents niveaux, et que les temps d’accès à ces niveaux
ne sont pas identiques. On peut dire qu’on franchit un ordre de grandeur en taille et en
durée d’accès à chaque fois qu’on change de niveau. Tout d’abord, nous montrons dans
cette section comment se présentent les différents niveaux hiérarchiques de la mémoire.
Ensuite, nous présentons succinctement différentes politiques de gestion.
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Niveau Vitesse(cycles) Taille(octets)

Registre 1 102

Cache de niveau 1 10 104

Cache de niveau 2 102 105

Cache de niveau 3 > 102 106

Mémoire principale 103 109

Stockage 105 ∞

Tab. 2.1 – Description des différents niveaux de mémoire habituels

2.1.1 Hiérarchie de la mémoire

Un ordinateur classique dispose de différents niveaux de stockage. Chacun de ces ni-
veaux peut être représenté par trois paramètres importants : son coût, sa taille, et sa
vitesse. La vitesse, représentant la durée nécessaire à l’accès à une information, est sou-
vent mesurée en cycles du processeur. L’ensemble constitue une hiérarchie de stockage,
dans laquelle les niveaux les plus proches du processeurs sont les plus rapides, les plus pe-
tits, et les plus chers (tableau 2.1 d’après [Han93]). Le niveau le plus rapide est constitué
par les registres, qui servent en pratique à stocker l’information en cours de traitement. A
l’inverse, les niveaux les plus lents sont de capacité très grande (considérée comme infinie
en pratique), et peuvent prendre différentes formes. En général, ce sont des disques durs,
mais on peut aussi stocker des données sur des disquettes, clés USB, bandes magnétiques,
etc. On peut même augmenter encore les temps d’accès et la capacité en considérant les
réseaux de stockage.

2.1.2 Gestion de la mémoire

La notion de gestion de la mémoire désigne la façon de coordonner et contrôler l’uti-
lisation de la mémoire dans un ordinateur. Elle peut être séparée en trois notions.

Matériel Regroupe tous les composants électroniques (et les circuits associés) qui sont
destinés au stockage des états d’un ordinateur (RAM, ROM, disques. . .).

Système d’exploitation Le système d’exploitation utilise les moyens matériels pour
allouer de l’espace mémoire de la hiérarchie de stockage à ses différentes activités. Il
s’occupe aussi de sécurité et de protection de la mémoire, en s’assurant son intégrité
devant les erreurs intentionelles (attaque) ou non (erreur de programmation).

Application Pour optimiser leur fonctionnement (vitesse d’exécution, espace, etc. . .),
les applications s’appuient entre autre sur une gestion optimisée de la mémoire. Par
exemple, les compilateurs sont dotés d’options de compilation permettant de placer
les données d’un programme au mieux lors de l’exécution.
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2.1.3 La mémoire cache

Définition La mémoire cache est une mémoire physique de petite taille et très rapide
(tableau 2.1), qui est utilisée pour stocker des copies de parties de la mémoire principale
lors de l’exécution d’un programme de façon à y avoir accès rapidement. La plupart des
systèmes des ordinateurs de bureau possèdent en fait plusieurs niveaux de cache –3 en
général–, de plus en plus grand et de moins en moins rapide quand leur nombre augmente.
La partie de la mémoire principale stockée, et la façon dont elle est stockée peuvent être
multiples, et ce choix dépend de la politique de cache. Il ne faut pas confondre la mémoire
cache avec un autre type de cache au sens plus large, dont elle est un cas particulier. En
effet, on appelle aussi “cache” toute partie d’une mémoire allouée au stockage d’une partie
d’une mémoire plus lente.

Politiques de cache Toute cache est dotée d’une politique de gestion destinée à tenter
de prévoir le futur de façon à répondre de la meilleure manière possible aux requêtes,
c’est-à-dire le plus vite possible. Les politiques de cache peuvent être implémentées en
matériel, en logiciel, voire les deux simultanément. Certains systèmes autorisent même
les programmes à influencer leur politique de cache, toujours dans un but d’optimisation.
Trois aspects du comportement d’une cache sont contrôlés par la politique de cache :

– Quelles données sont ramenées en cache lors d’une requête pour une information
non cachée, c’est-à-dire non disponible directement ? En effet, lorsque de l’informa-
tion est chargée, il est courant de charger en même temps une partie de l’informa-
tion voisine physiquement, en supposant de fait que celle-ci sera peut-être utilisée
prochainement. Ceci est particulièrement valable pour le traitement du signal par
exemple, où l’on manipule des vecteurs et des matrices de données.

– Quelles données sont supprimées de la cache en cas de manque d’espace ?
– Quand et comment sont synchronisées les modifications de données dans le cache

avec le stockage sous-jacent ?

Comment les politiques de cache tentent-elles de répondre à des questions avant même
qu’elles ne soient posées ? Pour le choix de l’information à supprimer en cas de manque
d’espace, différentes heuristiques existent, parmi lesquelles :

Least Recently Used (LRU) (utilisée le moins récemment) Cette méthode conjecture
que l’information qui n’a pas été utilisée depuis le plus de temps est la moins suc-
ceptible d’être utilisée à nouveau,

Least Frequently Used (LFU) (utilisée le moins fréquemment) Cette méthode garde
trace des fréquences d’utilisation, et considère que les chargements trop fréquents
de variables non disponibles sont trop coûteux.

Coût Une méthode possible est aussi de garder les éléments dont le coût de chargement
est trop élevé.

Péremption Certains types de cache stockent tout simplement des données périssables.
C’est par exemple le cas pour la mémoire d’un navigateur web.
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Il est important de remarquer que les politiques de cache efficaces reposent sur un
compromis important entre efficacité et complexité, car le temps gagné au niveau des
chargements de données ne doit pas être dépassé par celui passé à la mise en application
de la politique.

2.1.4 Cas particulier de la simulation de systèmes synchrones

Les simulateurs au cycle près de systèmes synchrones sont compilés à l’aide de com-
pilateurs classiques. Or, les options de compilation utilisées pour optimiser la gestion de
la mémoire lors de l’exécution d’un programme sont destinés aux programmes structurés,
par exemple avec les boucles ou les nids de boucles (voir par exemple [Pug91]). Le pro-
blème est que les programmes de simulation ne possèdent ni boucles ni instructions de
branchement succeptibles d’être affectées par de telles optimisations. La conséquence est
double : les optimisations ont une durée rédhibitoire, et n’apportent aucune amélioration.

L’approche que nous avons choisi de présenter dans le chapitre suivant est de reposer
sur une modélisation très simple de la mémoire lors de l’exécution d’un programme. Cette
modélisation nous mène ensuite à donner une estimation du coût d’un code source en
terme de fréquence d’utilisation des variables ou de leur durée de vie, sur le modèle des
politiques prédictives de cache. Ensuite, ces deux modèles donnent lieu (chapitre 3) à une
étude théorique poussée. Dans le chapitre 4, nous vérifions expérimentalement que nos
modèles représentent une vue adéquate de la réalité, malgré leur simplicité.

2.2 Modèles

L’objectif de cette section est de présenter de façon détaillée deux modèles mathéma-
tiques qui représentent une estimation du coût des accès à la mémoire lors de l’exécution
d’un programme, représenté par son graphe de causalité. Dans un premier temps, nous
nous attacherons à définir les objets mathématiques en jeu, ainsi que les notations et
conventions utilisées. Ensuite, nous présenterons le modèle UCS (Uniform Cost Stack),
puis le modèle DSC (Directed SumCut).

2.2.1 Généralités

Notations et définitions

Dans tout ce chapitre, G = (V, A) est un graphe orienté sans circuit. Dans le cadre de
nos travaux, G est le graphe de causalité des variables d’un code de simulation. On note
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n = |V | le nombre de sommets de G, et m = |A| le nombre d’arcs de G. Pour chaque
sommet u ∈ V , Γ+(u) (resp. Γ−(u)) est l’ensemble des successeurs (resp. prédécesseurs)
de u. On note finalement δ+(u) = |Γ+(u)| et δ−(u) = |Γ−(u)| les degrés respectivement
sortants et entrants de u.

Définition 2 (Numérotation d’un graphe). Soit ϕ : V → {1, · · · , n}. Alors ϕ est
une numérotation de G si :

– ϕ est une bijection,
– ϕ vérifie la contrainte de précédence, c’est-à-dire que pour tout arc a = (u, v) ∈ A,

on a ϕ(u) < ϕ(v).
Pour tout i ∈ {1, · · · , n}, la notation ϕ−1(i) est souvent utilisée pour désigner le sommet
v ∈ V dont le numéro dans ϕ est i. On note finalement ΦG l’ensemble des numérota-
tions possibles de G, qu’on notera Φ pour des raisons de simplicité quand le contexte le
permettra.

Fonction de coût

Soit une numérotation ϕ de G et un arc a = (u, v) ∈ A. Si l’on considère que G est le
graphe de causalité d’un système, lors de l’exécution du code de simulation correspondant,
le calcul de la variable associée au signal v nécessitera un chargement de la valeur associée
au signal u. Le coût de ce chargement est noté C(ϕ, (u, v)). Cette fonction dépendra du
modèle de mémoire considéré (sous-sections 2.2.3 et 2.2.4). Puisque tous les accès à la
mémoire sont effectués de manière séquentielle, le coût total de la numérotation ϕ pour le
sommet u sera simplement la somme des coûts de ses arcs sortants, c’est-à-dire la somme
de tous les accès à la variable associée au signal u :

C(ϕ, u) =
∑

v∈Γ+(u)

C(ϕ, (u, v))

De la même manière, le coût total associé au graphe G pour la numérotation ϕ sera :

C(ϕ, G) =
∑

u∈V

C(ϕ, u)

Il est intéressant de remarquer que puisque nous considérons que les temps de tra-
versée des portes logiques sont constants, il n’est pas nécessaire de les inclure dans notre
fonction de coût puisque la somme de tous les délais ne dépendra pas de la numérotation.
Dans la suite, après avoir présenté un état de l’art sur les différents problèmes de numéro-
tation existants, nous présentons deux modèles simples de gestion des accès à la mémoire
sous la forme de fonctions de coût déterministes d’une part, et ne dépendant que de ϕ
d’autre part. Dans le premier modèle, l’estimation de C(ϕ, u) prend en compte le nombre
d’instructions effectuées entre deux utilisations successives de la variable u, alors que le
second modèle présenté est plus complexe car il mémorise l’ensemble des opérations de
lecture et d’écriture en mémoire.
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2.2.2 Problèmes de numérotation de graphes

Le cadre dans lequel se placent nos travaux est celui des problèmes de numérotation
de graphes. La référence dans ce domaine est l’inventaire réalisé par Diaz et al. [DPS02],
duquel les exemples de cette partie sont inspirés. Cependant, l’immense majorité des
résultats concernent les problèmes non orientés. L’objectif de cette section est de présenter
les principaux problèmes dans leurs versions orientée et non orientée et les notions qui
leur sont associées, ainsi que les résultats correspondants.

Problèmes non orientés

Dans cette partie, on considère un graphe non orienté G = (V, E), et on pose n = |V |.
Dans le cas de graphes non orientés, la notion de numérotation est relâchée, car la
contrainte de précédence n’est plus applicable. Les numérotations de graphes non orien-
tés sont rencontrées sous plusieurs dénominations (linear arrangement, linear ordering,
numbering, labeling,. . .), mais représentent toujours une application bijective ϕ : V 7→
{1, · · · , n}. Afin de présenter les principaux problèmes, plusieurs définitions sont néces-
saires.

Etant donnés une numérotation ϕ de G et un entier i dans {1, · · · , n}, on définit les
deux ensembles suivants :

L(i, ϕ, G) := {u ∈ V, ϕ(u) ≤ i}

R(i, ϕ, G) := {u ∈ V, ϕ(u) > i}

La coupe arête (edge cut) à la position i de ϕ est définie comme :

θ(i, ϕ, G) := |{{u, v} ∈ E, u ∈ L(i, ϕ, G) et v ∈ R(i, ϕ, G)}|

La coupe arête modifiée (modified edge cut) à la position i de ϕ est définie comme :

ζ(i, ϕ, G) := |{{u, v} ∈ E, u ∈ L(i, ϕ, G) et v ∈ R(i, ϕ, G) et ϕ(u) 6= i}|

La coupe sommet (vertex cut, ou séparation) à la position i de ϕ est définie comme :

δ(i, ϕ, G) := |{u ∈ L(i, ϕ, G), ∃v ∈ R(i, ϕ, G) et {u, v} ∈ E}|

On définit finalement pour toute arête {u, v} ∈ E sa longueur :

λ({u, v}, ϕ, G) := |ϕ(u)− ϕ(v)|
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L(i, ϕ, G) = {u ∈ V, ϕ(u) ≤ i}
R(i, ϕ, G) = {u ∈ V, ϕ(u) > i}
θ(i, ϕ, G) = |{{u, v} ∈ E, u ∈ L(i, ϕ, G) et v ∈ R(i, ϕ, G)}|
ζ(i, ϕ, G) = |{{u, v} ∈ E, u ∈ L(i, ϕ, G) et v ∈ R(i, ϕ, G) et ϕ(u) 6= i}|
δ(i, ϕ, G) = |{u ∈ L(i, ϕ, G), ∃v ∈ R(i, ϕ, G) et {u, v} ∈ E}|

λ({u, v}, ϕ, G) = |ϕ(u)− ϕ(v)|

Tab. 2.2 – Mesures pour les numérotations de graphes

a

b

c

d

e

(a) Exemple de graphe non
orienté

a c b d e

5421

L(i, ϕ, G) R(i, ϕ, G)

i = 3

θ(i, ϕ, G) = 4
ζ(i, ϕ, G) = 2
δ(i, ϕ, G) = 3

(b) Représentation linéaire du graphe

Fig. 2.1 – Différentes mesures pour les numérotations de graphes
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Ces mesures sont résumées dans le tableau 2.2 pour plus de clarté.

La représentation la plus répandue pour représenter une numérotation ϕ d’un graphe
G consiste à placer les sommets de G sur une ligne horizontale en correspondance avec leur
numéro, comme montré en figure 2.1(b). Cette représentation graphique permet d’illustrer
simplement les définitions précédentes. Par exemple, en dessinant une ligne verticale juste
après la position i et avant la position i+1, les sommets à gauche de la ligne sont ceux de
L(i, ϕ, G), et ceux à droite sont ceux de R(i, ϕ, G). Le calcul de la coupe arête θ(i, ϕ, G)
se fait en comptant les arêtes qui coupent la ligne verticale. En ne comptant pas les arêtes
adjacentes au sommet ϕ−1(i), on obtient la coupe arête modifiée ζ(i, ϕ, G). Pour calculer
la coupe sommet δ(i, ϕ, G), il suffit de compter les sommets à gauche de la ligne qui sont
reliés à un sommet à droite de la ligne. Finalement, la calcul de la longueur λ({u, v}, ϕ, G)
consiste simplement à mesurer la longueur entre les sommets u et v.

Les fonctions de coût ainsi définies donnent lieu à une série de problèmes de décision,
parmi lesquels (de façon non exhaustive) :

Problème: Vertex Separation

Instance: G = (V, E) un graphe non orienté, un entier K.

Question: Est-il possible de trouver une numérotation ϕ : V → {1, ..., |V |} telle que

max
i∈{1,··· ,n}

δ(i, ϕ, G) ≤ K

Problème: Sum Cut

Instance: G = (V, E) un graphe non orienté, un entier K.

Question: Est-il possible de trouver une numérotation ϕ : V → {1, ..., |V |} telle que
∑

i∈{1,··· ,n}

δ(i, ϕ, G) ≤ K

Problème: Profile

Instance: G = (V, E) un graphe non orienté, un entier K.

Question: Est-il possible de trouver une numérotation ϕ : V → {1, ..., |V |} telle que
∑

u∈V

(ϕ(u)− min
{u,v}∈E

ϕ(v)) ≤ K
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Problème: Minimum Linear Arrangement (minLA)

Instance: G = (V, E) un graphe non orienté, et un entier K.

Question: Est-il possible de trouver une numérotation ϕ : V → {1, ..., |V |} telle que

∑

{u,v}∈E

λ({u, v}, ϕ, G) ≤ K

Tous ces problèmes sont NP-complets en général([DPS02]), mais peuvent être résolus
en temps polynomial pour certaines classes de graphes.

Le problème Sum Cut, qui nous intéresse plus particulièrement, a été introduit par
[DGPT91] comme une version simplifiée du problème du δ-opérateur [Dia79]. Le problème
Profile a été présenté par [LY94] pour optimiser le stockage de certaines matrices creuses.
Il se trouve que les deux sont en fait équivalents au problème de complétion des graphes
de comparabilité [RAK91], qui a des applications en archéologie [Ken69] et en bioinfor-
matique, pour la comparaison de fragments d’ADN [Kar93]. De manière plus générale, les
problèmes de placement et de routage lors de la conception de systèmes intégrés peuvent
être modélisés par des numérotations de graphes [ST97].

Problèmes orientés

En rajoutant la contrainte dite de précédence, on peut adapter toutes les fonctions
de coût et les problèmes associés aux graphes orientés sans circuits. Plusieurs de ces
problèmes de numérotation ont été étudiés dans le passé. Cependant, la version orientée
du problème SumCut, présentée en détails dans la suite, n’a pas été étudiée avant nos
travaux.

2.2.3 Directed Sum Cut (DSC)

La première fonction de coût que nous proposons part du constat que toute numéro-
tation du graphe de causalié d’un système induit une numérotation des lignes du code
de simulation. Par exemple, dans la figure 1.5(d), ϕ−1(V4) = 5 signifie que la variable
correspondant au signal V4 est créée à la ligne 5 du code. Comme elle est utilisée pour la
dernière fois à la ligne 7, on dit qu’elle a une durée de vie de 3.

Afin de généraliser cette notion de durée de vie d’une variable, on considère une variable
u juste après sa création. Le premier accès à u est effectué pour le calcul de son premier
successeur correspondant dans ϕ, noté s1(ϕ, u), ou plus simplement s1(u). L’hypothèse
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que nous faisons est que le coût de la lecture de u est proportionnel au nombre d’accès à la
mémoire depuis la création de u. Nous considérons que ce nombre est fonction du nombre
de lignes de code entre la création et l’utilisation de u, c’est-à-dire C(ϕ, (u, s1(u))) =
f(ϕ(s1(u)) − ϕ(u)), où f est une fonction croissante. Dans la suite, on supposera que
f ≡ Id. Cette hypothèse est cohérente par rapport à l’interprétation de la signification
des variables manipulées, puisqu’elles sont toutes identiques.

Suite à ce calcul, les variables u et s1(u) sont supposées être placées dans des niveaux
de mémoire équivalents. La conséquence de ceci est que lors de l’accès à u pour le calcul de
son deuxième successeur s2(u), le coût d’accès est C(ϕ, (u, s2(u))) = ϕ(s2(u))− ϕ(s1(u)),
puisque ϕ(s2(u))− ϕ(s1(u)) est le nombre de lignes de code depuis la création de s1(u).
Par conséquent, le coût total associé à la variable u est :

C(ϕ, u) =

{

∑δ+(u)
i=1 f(ϕ(si(u))− ϕ(si−1(u))) si δ+(u) ≥ 1,

0 sinon

où δ+(u) est le degré sortant de u dans G, s0(u) = u, et s1(u), s2(u), · · · sont les
successeurs de u numérotés selon ϕ. Ce coût peut être aussi être exprimé d’une façon très
simple, en ne prenant en compte que la différence entre la date de création de u et sa
dernière utilisation, c’est-à-dire sa durée de vie :

C(ϕ, u) =

(

max
(u,v)∈A

ϕ(v)

)

− ϕ(u) (2.1)

Le coût total pour G sera donc calculé comme suit :

C(ϕ) = C(ϕ, G) =
∑

u∈V

((

max
(u,v)∈A

ϕ(v)

)

− ϕ(u)

)

.

Le théorème suivant montre que l’expression de cette fonction de coût peut être reliée
très simplement à un critère classique de numérotation de graphe, Directed SumCut. La
coupe sommet à la position i représente le nombre de variables actives, c’est-à-dire déjà
créées et encore nécessaire pour des calculs ultérieurs à la position i.

En termes de gestion de la mémoire lors de l’exécution d’un programme, l’interpréta-
tion pour une variable donnée w de w /∈ {u ∈ V : ϕ(u) ≤ i∧ (∃v : ϕ(v) > i∧ (u, v) ∈ A)}
est effectivement la suivante : soit w n’est plus utilisée, soit elle n’a pas encore été créée.

Théorème 2.2.1. Si on définit la Directed SumCut comme

DSC(ϕ, G) =
∑

1≤i≤n

δ(i, ϕ, G),

alors
C(ϕ, G) = DSC(ϕ, G)
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Preuve Pour tout couple (u, v) ∈ V × V , on considère l’indicateur ξ(u, v) valant 1
s’il existe un arc (u, w) ∈ A tel que ϕ(u) ≤ ϕ(v) < ϕ(w) et égal à 0 sinon. Par définition,
on a δ(ϕ(v), ϕ, G) =

∑

u ξ(u, v), donc DSC(ϕ, G) =
∑

v

∑

u ξ(u, v) =
∑

u

∑

v ξ(u, v). La
somme intérieure est égale au nombre de sommets v qui sont numérotés dans l’intervalle
{ϕ(u), · · · , max(u,w)∈A ϕ(w)− 1}, c’est-à-dire

(

max(u,v)∈A ϕ(v)
)

− ϕ(u).

Un exemple pour le théorème est donné en figure 2.2. Dans la partie droite de la figure
se trouve un exemple de code de simulation, et les points représentent les variables actives
à chaque étape. Il est similaire de compter les points par colonne (coût C) ou en lignes
(coût DSC).

Dans la suite, la fonction de coût ainsi définie sera donc appelée DSC. Nous utiliserons
aussi toutes les notations correspondantes : DSC(ϕ, (u, si(u))) = ϕ(si(u))−ϕ(si−1(u)) et
DSC(ϕ, u) = max(u,v)∈A ϕ(v)− ϕ(u). Un exemple de calcul du coût DSC d’un graphe est
donné en figure 2.3. Pour la numérotation de l’exemple, on trouve un coût de 10.

2.2.4 Uniform Cost Stack (UCS)

Le modèle UCS (pour Uniform Cost Stack, ou pile à coût uniforme), est destiné à
représenter les coûts de toutes les variables qui sont gardées en mémoire lors de l’exécution
d’un programme. On considère que la mémoire est organisée comme une pile, et que le coût
d’accès à une variable est proportionnel à sa distance au sommet. Ce modèle est en fait une
extension de celui de Sethi pour les problèmes d’allocation de registres [Set75, BGT98].

La mémoire est vue comme une pile, pour laquelle 3 opérateurs sont disponibles :

– RD(α) lit la valeur de l’entrée pour la variable α et la place au sommet de la pile.
Comme on considère que la durée de cette opération est constante, dans le modèle
elle est considérée comme nulle.

– LD(α) déplace la variable α à partir d’un endroit de la pile jusqu’au sommet. Le coût
de cette opération est considéré comme proportionnel à la longueur du déplacement,
c’est-à-dire à la distance au sommet avant le déplacement.

– OP(α1, · · · , αk) applique l’opérateur OP aux variables α1, · · · , αk. On suppose que
celles-ci ont préalablement été placées (grâce à des opérations LD) aux k niveaux
de la pile les plus proches du sommet. L’ordre d’empilement n’a pas d’importance.
Cette hypothèse peut être justifiée par le fait que dans la réalité l’ordre de stockage
des paramètres dans les registres n’influence pas le résultat d’une opération. Le
resultat de l’application de OP est placé au sommet de la pile, l’ordre respectif
des paramètres restant inchangé. Comme le coût d’une telle opération est suppposé
constant, on considère qu’il est nul pour le modèle.

Pour toute variable dans la pile, la distance au sommet est appelée la profondeur. Par
exemple, on considère le graphe de la figure 2.4(a). La numérotation correspond aux éti-
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Fig. 2.2 – Exemple pour le théorème 2.2.1
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(a) Graphe avec une numérotation
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Coût 3 4 0 3 0 0 0

(b) Coût des sommets

Fig. 2.3 – Exemple de calcul du coût DSC

quettes des sommets. Pour celle-ci, on peut déduire de façon simple une liste d’opérations
RD, LD et OP qui sont effectuées pour l’évaluation du graphe. La figure 2.4(b) repré-
sente les différents états de la pile après ces opérations (LD(i) signifie “charger la variable
ϕ−1(i)”). Le coût total d’une exécution est la somme de tous les coûts des chargements
(opérations LD) car chacun est associé à un arc du graphe. Sur la figure 2.4(a), les arcs
sont valués par les coûts correspondants. Dans cet exemple, on a un coût total de 9.

Pour le cas des graphes quelconques, la génération du code associé à une numérotation
donnée est plus compliquée. En effet, si un sommet u ∈ V a plusieurs prédécesseurs, il
est nécessaire de décider dans quel ordre ils sont empilés pour le calcul optimal de u. Une
méthode algorithmique polynomiale pour empiler les successeurs de u de façon optimale
est montrée à la suite.

Dans la suite, la fonction de coût ainsi définie sera donc appelée UCS. Nous utilise-
rons aussi toutes les notations correspondantes : UCS(ϕ, G) pour le coût d’un graphe,
UCS(ϕ, (u, v)) pour le coût d’un arc, et UCS(ϕ, u) pour le coût d’un sommet.

Dans ce qui suit, nous montrons un lemme technique particulièrement important pour
le modèle UCS. En effet, comme montré en section 2.2.4, le modèle UCS tel qu’il a été
défini ne garantit ni l’unicité du code de simulation, ni l’unicité du coût total.
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Fig. 2.4 – Exemple de calcul du coût UCS
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Fig. 2.5 – Deux ordres d’empilement différents pour l’évaluation de ϕ−1(4)

Ordre optimal d’empilement pour le modèle UCS

Pour un ordre d’exécution ϕ donné, le modèle UCS tel qu’il a été défini ne garantit
ni l’unicité du code de simulation, ni l’unicité du coût total, car un ordre doit être défini
pour les opérations LD dans le cas des sommets possédant plusieurs prédécesseurs. Cet
ordre est appelé ordre d’empilement. En effet, si on considère l’exemple de la figure 2.5,
on peut constater que le coût total de l’exécution dépend de l’ordre de chargement des
variables ϕ−1(1) et ϕ−1(2) pour l’évaluation de ϕ−1(4). Si ϕ−1(1) est chargée en premier,
le coût est de 4, sinon il est de 3.

Dans ce qui suit, nous présentons une méthode optimale simple (c’est-à-dire algorith-
mique et polynomiale) qui, ajoutée au modèle UCS, permet de lever toutes les ambiguïtés
sur la définition du coût.

Définition 3 (Ordre d’empilement). Un ordre d’empilement θu d’un sommet u ∈ V
est une séquence finie (θu(1), θu(2), · · · , θu(Ku)), où θu(i) ∈ Γ−(u) pour tout i tel que
1 ≤ i ≤ Ku (Ku est simplement la longueur de la séquence). θu représente la suite d’opé-
rations LD(θu(i)) nécessaires pour le démarrage du calcul de u. L’ordre total d’empilement
est l’ensemble θ = {(u, θu), u ∈ V }.
Un ordre d’empilement est dit compatible avec une numérotation ϕ si le code de simu-
lation résultant fonctionne, c’est-à-dire si toutes les variables sont correctement chargées
pour chaque opérateur OP. Le coût d’un ordre total d’empilement compatible θ pour la
numérotation ϕ est noté UCSθ(ϕ, G), ou plus simplement UCSθ(ϕ) quand il n’y a pas
d’ambiguïté.

Pour l’exemple de la figure 2.5, θ1
4 = (ϕ−1(1), ϕ−1(2)).

La preuve de notre méthode d’empilement optimal consiste en deux lemmes. Dans un
premier temps (lemme 1), nous montrons la dominance des ordres d’empilement tels que
les variables qui sont au sommet de la pile, ou qui ne sont séparées de celui-ci que par
des variables dont le chargement est nécessaire pour le calcul, ne sont pas chargées. Dans
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Fig. 2.6 – Distance d’un sommet au sommet de la pile

un second temps (lemme 2), nous montrons la dominance des ordres chargeant les autres
variables dans l’ordre de leur distance croissante au sommet de la pile.

Soit ϕ une numérotation. On considère un sommet u ∈ V sur le point d’être évalué.
On note pu = |Γ−(u)|, et les éléments de Γ−(u) sont notés v1, · · · , vpu

(voir figure 2.6). On
suppose qu’ils sont numérotés selon leur distance croissante au sommet de la pile, notées
respectivement q1, · · · , qpu

. Pour tout i dans {1, · · · , Ku}, l’inégalité qi ≥ i signifie qu’il
existe une variable v /∈ Γ−(u) entre vi et le sommet de la pile, et que par conséquent vi

va nécessairement devoir être l’objet d’une opération LD avant que u puisse être calculé.
On note iu la valeur maximale de i parmi {1, · · · , pu} vérifiant qi = i− 1.

Lemme 1. Pour toute numérotation ϕ, il existe un ordre d’empilement qui minimise
UCSθ(ϕ, G) et tel que, pour tout u, Ku = pu − iu et θu(i) ∈ {viu, · · · , vpu

} (pour tout
i ∈ {1, · · · , Ku}) (voir figure 2.7).

Preuve L’implication (Ku = pu − iu) =⇒ (θu(i) ∈ {viu, · · · , vpu
}) est triviale car

toutes les variables viu, · · · , vpu
doivent être chargées pour le calcul de u. Par conséquent,

il est seulement nécessaire de montrer qu’il existe un ordre d’empilement optimal tel que
Ku = pu−iu. Soit alors θ un ordre d’empilement compatible tel qu’il existe u ∈ V vérifiant
Ku > pu − iu. Nous allons vérifier que dans les deux cas possibles on peut construire un
ordre compatible vérifiant le lemme et conduisant à un coût moindre :

(i) Il existe un prédécesseur vi de u, i ≤ iu et un entier k ∈ {1, · · · , Ku} tel que
θu(k) = vi. Considérons l’ordre d’empilement θ′u obtenu en supprimant l’opération
LD(vi) causée par θu.

θ′u = (θu(1), · · · , θu(k − 1), θu(k + 1), · · · , θu(Ku))

On note θ′ l’ordre total d’empilement déduit de θ en remplaçant l’ordre d’empilement
de vi :

θ′ = {(v, θv), v ∈ V − {u}} ∪ {(u, θ′u)}

Clairement, θ′ est compatible avec ϕ. Il nous reste donc à prouver que UCSθ′(ϕ)−
UCSθ(ϕ) ≤ 0. Soit W , l’ensemble des sommets qui sont compris entre vi et le sommet
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Fig. 2.7 – Exemple pour le lemme 1

de la pile avant l’éventuelle opération LD(vi). Le coût de cette opération est |W |. Sa
suppression a pour effet de diminuer de 1 le futur chargement éventuel d’un variable
de W . D’autre part, les coûts de chargement des variables autres que vi ne sont pas
modifiés, c’est-à-dire :

∀w 6= vi, UCSθ′(ϕ, w) ≤ UCSθ(ϕ, w)

Si vi n’est plus rechargée dans le futur, on a donc clairement UCSθ′(ϕ) ≤ UCSθ(ϕ).
Sinon, notons q (resp. q′) le coût d’un tel chargement en supposant que θ (resp. θ′)
a été utilisé. On a q′ ≥ q, et

UCSθ′(ϕ)− UCSθ(ϕ) ≤ q′ − (q + |W |)

La figure 2.8 illustre les états de la pile dans les deux cas juste avant le nouveau
chargement de vi. W ′ est l’ensemble des éléments de W qui n’ont pas été à nouveau
chargés depuis la suppression de l’opération LD(vi). Clairement, q′ = q+ |W ′| ≤ q+
|W |, ce qui nous permet de conclure que dans ce cas aussi on a UCSθ′(ϕ) ≤ UCSθ(ϕ).

(ii) Il existe un prédécesseur vi de u, i > iu et deux entiers différents k1 et k2 dans
{1, · · · , Ku} tels que θu(k1) = θu(k2) = vi (c’est-à-dire que vi est chargé plus d’une
fois par θ). Alors il est simple de constater que la suppression du premier chargement
ne modifie pas l’état final de la pile.

Lemme 2. L’ordre d’empilement tel que θu = (viu+1, · · · , vpu
) pour tout u ∈ V est opti-

mal.

Preuve On suppose qu’il existe un ordre d’empilement optimal θ satisfaisant le
lemme 1, mais qui ne satisfait pas les conditions du lemme actuel. Montrons qu’on peut
construire à partir de celui-ci un ordre compatible avec ϕ conduisant à un coup moindre,
et qu’en répétant l’opération on atteint l’ordre de l’hypothèse. Pour cela, considérons le
plus petit entier k ∈ {1, · · · , pu − 1} tel que θu(k) = vj, θu(k + 1) = vi et j > i (c’est-
à-dire la première inversion par rapport à l’ordre du lemme). On note θ′

u l’ordre obtenu
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Fig. 2.9 – Comparaison entre les ordres d’empilement θ et θ′



2.2. Modèles 35

par l’inversion de θu(k) et θu(k + 1), et on note θ′ l’ordre d’empilement total déduit de
θ comme précédemment par θ′ = {(v, θv), v ∈ V − {u}} ∪ {(u, θ′u)}. Nous allons prouver
que UCSθ′(ϕ) ≤ UCSθ(ϕ).

Comparons, comme illustré dans la figure 2.9, les états successifs de la pile lors de
deux exécutions selon θ et θ′. Avant que le programme atteigne la paire d’opérations
“LD(vj); LD(vi)” de θ (qui correspond à “LD(vi); LD(vj)” dans le cas où θ′ est utilisé),
les deux suites d’états possibles de la pile sont identiques à chaque pas. Ensuite, les
places de vj et de vi sont simplement permutées selon l’ordre utilisé, jusqu’à ce qu’une
opération LD(vi) ou LD(vj) soit rencontrée. Lors du reste de l’exécution, les états de la
pile ne dépendent pas de l’ordre d’empilement choisi. Par conséquent, la différence de coût
entre UCSθ′(ϕ) et UCSθ(ϕ) est seulement imputable aux trois opérations LD qui viennent
d’être énumérées. Le pire cas arrive quand le troisième chargement est LD(vi). Soit q′ la
profondeur de vj dans la pile pour θ juste avant celui-ci. q′ est aussi la profondeur de vj

dans la pile pour θ′ au même instant. Par conséquent, on a :

UCSθ(ϕ)− UCSθ′(ϕ) ≤ (qj + qi + 1)− (qi + qj) + q′ − (q′ + 1) = 0

Dans la suite, on supposera que pour tout ordre ϕ, les variables sont toujours chargées
selon l’ordre d’empilement total optimal θ? déduit du lemme 2. Par conséquent, le coût
d’une numérotation de graphe pourra être notée sans ambiguïté UCS(ϕ) = UCS(ϕ, G) =
UCSθ?(ϕ, G).

2.2.5 Formalisation des problèmes

Les deux fonctions de coût présentées ci-dessus donnent lieu à deux problèmes d’opti-
misation qui sont étudiés dans la suite de la thèse, et dont les versions décisionelles sont
les suivantes :

Problème: Minimum uniform cost stack (minUCS)

Instance: G = (V, A) un graphe orienté sans circuit, un entier K.

Question: Existe-t-il une numérotation ϕ : V → {1, ..., |V |} telle que UCS(ϕ, G) ≤ K ?

Problème: Minimum Directed Sumcut (minDSC)

Instance: G = (V, A) un graphe orienté sans circuit, un entier K.

Question: Existe-t-il une numérotation ϕ : V → {1, ..., |V |} telle que DSC(ϕ, G) ≤ K ?



36 2. Modèles de mémoire

2.2.6 Remarques

Pour une numérotation ϕ donnée, le score DSC(ϕ, G) peut être déterminé de façon
trivialle en O(m) opérations, et le coût UCS(ϕ, G) en O(mn) opérations. En effet, dans ce
dernier cas on doit garder la trace de chaque mouvement en mémoire, c’est-à-dire repré-
senter la pile modélisant celle-ci. Cependant, l’utilisation d’arbres AVL [AVL62] permet
d’améliorer ce nombre à O(m log n) [Rob03]. Ceci nous permet aussi de dire que les deux
problèmes de décision correspondants sont dans NP.

Pour les deux fonctions de coût proposées, le problème peut être décomposé de fa-
çon naturelle si le graphe de précédence possède plusieurs composantes connexes. For-
mellement, pour C ≡ DSC ou C ≡ UCS, si le nombre de composantes connexes est
k, alors minϕ C(ϕ, G) =

∑k
i=1 minϕi

C(ϕi, Gi), où les composantes connexes sont notées
G1, · · · , Gk. Sans perte de généralité, on pourra donc supposer que tous les graphes étudiés
sont connexes.

2.2.7 Corrélation entre DSC et UCS

Nous avons montré en 3.2.2 et en 3.2.1 que les problèmes minDSC et minUCS peuvent
être résolus en temps polynomial dans le cas des arborescences et des anti-arborescences,
et surtout que les algorithmes sont identiques. Or, dans le cas général ce résultat n’est
pas établi.

Expérimentalement, nous avons pu observer une corrélation linéaire des deux critères
(voir les figures 2.10 et 2.11). Les expériences ont été menées de la façon suivante :

– Génération pseudo-aléatoire de graphes orientés sans circuits, ou éventuellement
génération de graphes à partir de description de circuits existants,

– Pour un graphe donné, génération d’un grand nombre de numérotations en utilisant
toutes les heuristiques, de façon à avoir une large répartition des scores obtenus,

– Pour chaque numérotation, calcul des scores DSC et UCS.
Un exemple de cette corrélation linéaire peut être observé en figure 2.10. Pour cet

exemple, nous avons numéroté le graphe de précédence d’un multiplieur IEEE 64 bits à
virgule flottante conçu à l’aide de GenOptim [Hou97]. La figure 2.11 montre un résultat
similaire obtenu pour un graphe de 106 sommets généré de façon pseudo-aléatoire.

Cette corrélation nous a permis de déveloper des heuristiques communes pour les deux
modèles (chapitre 4), et dans un second temps de les tester simultanément.
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Fig. 2.10 – Corrélation expérimentale entre les scores DSC et UCS (multiplieur IEEE)

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, après avoir montré de façon succincte le fonctionnement de la mé-
moire lors de l’exécution d’un programme sur un ordinateur, nous avons présenté une
famille de problèmes d’optimisation combinatoire : les problèmes de numérotation de
graphes. C’est dans ce cadre que nous avons défini et formalisé deux modèles susceptibles
de représenter simplement les états d’une mémoire lors de l’exécution d’un programme. Il
est important de répéter que c’est dans la simplicité des modèles que réside leur intérêt.
En effet, on rappelle que l’objectif est de réarranger un code de simulation afin de gagner
du temps sur l’exécution du programme compilé. Un compromis est réalisé car la durée
de la phase de réarrangement n’est pas négligeable, mais elle ne doit pas devenir un frein,
ce qui risquerait d’arriver avec des modèles de mémoire plus réalistes. De plus, comme il
est montré dans le chapitre 4, il s’avère que le réalisme de nos modèles est suffisant pour
obtenir des résultats.

Dans le chapitre suivant, nous commençons par montrer que les deux sont difficiles
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Fig. 2.11 – Corrélation expérimentale entre les scores DSC et UCS (graphe aléatoire de
106 sommets)

pour les graphes de profondeur 2, puis nous montrons quelques classes de graphes pour
lesquelles des algorithmes simples existent.
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Chapitre 3

Résultats théoriques

Dans le chapitre 1, nous avons montré comment un programme de simulation au cycle
près peut être représenté par le graphe de causalité de ses variables. Puis, dans le cha-
pitre 2, nous avons présenté deux modèles destinés à représenter, pour un graphe orienté
sans circuit donné, une estimation relative du temps d’exécution du programme corres-
pondant compilé. Dans ce chapitre sont présentés les résultats théoriques correspondants.

La section 3.1 est dédiée à la présentation des résultats de complexité. Nous montrons
que la détermination d’une numérotation optimale pour les scores DSC et UCS est un
problème difficile pour les graphes de profondeur 2.

Puis, en section 3.2, nous présentons des algorithmes permettant d’atteindre des nu-
mérotations optimales pour quatre classes de graphes en un nombre polynomial d’opé-
rations. Tout d’abord, dans les sections 3.2.1 et 3.2.2, nous montrons que les problèmes
minDSC et minUCS peuvent être résolus en temps polynomial pour les arborescences et
les anti-arborescences. Ensuite, en section 3.2.3, nous utilisons la construction récursive
de certains graphes série-parallèles pour concevoir un algorithme polynomial permettant
de minimiser le score DSC dans ce cas. Nous montrons aussi grâce à des contre-exemples
que notre méthode ne peut s’appliquer à deux autres classes plus grandes de graphes
série-parallèles.

Le dernier résultat, présenté en section 3.2.4, montre que, grâce à une relation d’ordre
total sur l’espace quotient des sommets sans successeurs (appelés sommets puits) inspirée
de la caractéristation des ordres intervalles présentée en [PY79], il est possible de résoudre
le problème minDSC en temps polynomial pour les ordres intervalles.
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3.1 Graphes de profondeur 2

Cette section présente les résultats de complexité correspondant aux deux fonctions
de coût introduites au chapitre 2. Après avoir formalisé les problèmes pour les graphes de
profondeur deux, nous montrons qu’une même réduction polynomiale permet de prouver
la NP-complétude des deux.

3.1.1 Formalisation des problèmes

Dans cette section, nous montrons que les problèmes minBipDSC et minBipUCS (for-
malisés ci-dessous) sont NP-complets. Dans les deux cas, notre preuve repose sur une
réduction polynomiale du problème minLA (Minimum Linear Arrangement) présenté pré-
cédemment et rappelé ci-dessous. Nous conluons ensuite grâce à l’appartenance à NP de
ces deux problèmes, montrée en 2.2.6.

Problème: Minimum Bipartite uniform cost stack (minBipUCS)

Instance: G = (V, A) un graphe orienté biparti sans circuit, un entier K.

Question: Est-il possible de trouver une numérotation ϕ : V → {1, ..., |V |} telle que
UCS(ϕ, G) ≤ K ?

Problème: Minimum Bipartite Directed Sumcut (minBipDSC)

Instance: G = (V, A) un graphe orienté biparti sans circuit, un entier K.

Question: Est-il possible de trouver une numérotation ϕ : V → {1, ..., |V |} telle que
DSC(ϕ, G) ≤ K ?

Problème: Minimum Linear Arrangement (minLA) [GJ79]

Instance: G = (V, X) un graphe non orienté, et un entier positif K.

Question: Existe-t-il une numérotation f telle que
∑

{u,v}∈X

|f(u)− f(v)| ≤ K ?

Le théorème 3.1.1 montre que minLA est difficile :
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Théorème 3.1.1. minLA est NP-complet [GJ79].

Soit I une instance de minLA donnée par un graphe G = (V, X) et un entier K,
n = |V |, m = |X|. Dans les preuves de complexité des problèmes minDSC et minUCS,
la réduction repose sur une transformation identique. On considère une instance I ′ de
minDSC et minUCS définie par un graphe G′ = (V ′; X ′) biparti décrit de la manière
suivante :

– On note A et B les parties de V ′. c’est-à-dire que pour tout arc (u, v) ∈ X ′, on a
u ∈ A et v ∈ B.

– B = V .
– A chaque arête e = {u, v} ∈ X on associe :

– Un sommet xe ∈ A,
– 2 arcs (xe, u) et (xe, v).

– A chaque sommet u ∈ B on ajoute un ensemble Eu ⊂ A de n6 prédécesseurs.
– La valeur du coût est inférieure à une borne qui dépend du problème (voir par la

suite).

Dans la figure 3.1, on a pour I d’une part n = 4, m = 5. Pour I ′, on a |A| = m + n7,
|B| = m.

G′G

a

b

c

d2

1

3
4

5

a

b

c

d

x1

x2

x3

x4

x5

Ea

Ed

Fig. 3.1 – Construction du graphe G′ associé au graphe G définissant une instance de
minLA

Cette transformation est clairement polynomiale et le graphe G′ est biparti.
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3.1.2 NP-complétude de minBipDSC

La preuve de complexité du problème minBipDSC repose sur une propriété prélimi-
naire. Soit G = (A, B; E) un graphe biparti. Soit ϕ une numérotation des sommets de
A ∪ B, et soit f une numérotation des sommets de B.

Propriété 1. A partir d’une numérotation f des sommets de B, on peut construire une
numérotation ϕ de G en numérotant chaque sommet de A juste avant son premier suc-
cesseur. Pour f fixée, ϕ ainsi construite minimise alors le critère DSC.

3

5

6

8

9

1

2

3

4

5

1

2

4

7

1 2 3 4 5 6 7 8 9

ϕ f

Fig. 3.2 – Exemple de numérotations des sommets d’un graphe biparti

Preuve Soit ϕ une numérotation qui ne vérifie pas la propriété. Alors, il existe un
sommet i ∈ A qui a un ou plusieurs sommets de A∪B entre lui et son premier successeur.
Soient j1 · · · jk les successeurs de i numérotés dans l’ordre correspondant à ϕ, et soit C
l’ensemble des sommets numérotés entre i et j1. On construit ϕ′ en échangeant i et C. On
veut montrer que DSC(G, ϕ′) ≤ DSC(G, ϕ).
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Fig. 3.3 – Transformation de ϕ à ϕ′
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B

u

A

δu

Eu

Fig. 3.4 – Exemple pour la notation δu

(i) DSC(i, ϕ)− DSC(i, ϕ′) = |C|.
(ii) Soit un sommet j ∈ A ∪ B tel que DSC(j, ϕ′) > DSC(j, ϕ).

– Si j ∈ C, alors son dernier successeur n’est pas dans C. On a alors DSC(j, ϕ′)−
DSC(j, ϕ) = 1 car j a été déplacé d’une unité.

– Sinon, j /∈ C, donc son coût n’a pas été augmenté.
Il y a au plus |C| éléments qui vérifient le deuxième cas, donc

∑

j∈C

(DSC(j, ϕ′)−DSC(j, ϕ)) ≤ |C|.

Ceci implique

DSC(G, ϕ′)− DSC(G, ϕ) = DSC(i, ϕ′)− DSC(i, ϕ)

+
∑

j∈C

(DSC(j, ϕ′)−DSC(j, ϕ))

+
∑

j∈{A∪B}−C−{i}

(DSC(j, ϕ′)− DSC(j, ϕ))

≤ −|C|+ |C| = 0.

Enfin, on peut remarquer que si i et j sont 2 sommets de A avec ϕ(j) = ϕ(i) + 1, alors
si on les échange cela ne modifie pas la fonction de coût. Par conséquent, quand on a le
choix pour numéroter plusieurs sommets de A, on peut les choisir au hasard.

Pour tout u ∈ B, on note δu l’ensemble des prédécesseurs de u (pour une certaine
numérotation ϕ) effectués juste avant u qui ne sont pas dans Eu (figure 3.4). Il est aisé
de constater que pour tout u ∈ B, on a |δu| ≤ m. A partir de cette borne on peut déduire
le lemme technique suivant :

Lemme 3.
∑

u∈V

|δu|
∑

α=1

α ≤
1

2
n(m2 + m)
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u

B
A

s(e)

δu

e

Fig. 3.5 – Exemple pour la notation s(e)

Preuve

∑

u∈V

|δu|
∑

α=1

α =
1

2

∑

u∈V

(|δu|(|δu|+ 1))

=
1

2

∑

u∈V

(|δu|
2 + |δu|)

Or, ∀u ∈ V, |δu| ≤ m, donc
∑

u∈V

|δu|
∑

α=1

α ≤
1

2

∑

u∈V

(m2 + m)

≤
1

2
n(m2 + m).

Théorème 3.1.2. Il existe une transformation polynomiale de minLA à minBipDSC.

Preuve On considère l’instance I de minLA et l’instance I ′ de minDSC décrites
en 3.1.1. La valeur de la borne pour cette transformation est égale à (K restant à définir) :

D = n6m +
n7(n6 + 1)

2
+ m2 + n6K +

1

2
n(m2 + m)

Soit u ∈ V . Pour tout e ∈ δu, on note s(e) le successeur de e dans G′ tel que
DSC(e, ϕ) = ϕ(s(e))− ϕ(e) (figure 3.5).

(i) Supposons que la réponse au problème de minLA est “oui”, et soit f une solution
de minLA. On peut construire une numérotation ϕ de G′ à partir de f de la manière
suivante :
(a) Les sommets de B tels que f(1) < f(2) < · · · < f(n) sont numérotés de façon

à ce que ϕ(1) < ϕ(2) < · · · < ϕ(n).
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(b) Les sommets de A sont numérotés juste avant leur premier successeur. De plus,
pour tout sommet u ∈ B, on numérote les sommets de Eu avant ceux de δu. On
obtient alors

DSC(G′, ϕ) =
∑

v∈A

DSC(v, ϕ)

=
∑

u∈V

DSC(Eu, ϕ) +
∑

u∈V

∑

e∈δu

DSC(e, ϕ)

– Pour tout u ∈ V ,

DSC(Eu, ϕ) =
n6
∑

α=1

(α + |δu|)

= n6|δu|+
n6(n6 + 1)

2
.

Donc,
∑

u∈V

DSC(Eu, ϕ) = n6
∑

u∈V

|δu|+ n
n6(n6 + 1)

2

= n6m +
n7(n6 + 1)

2
.

– Pour tout e ∈ δu, ∃α ∈ {1, · · · , |δu|} avec ϕ(u) = ϕ(e) + α. De plus, DSC(e, ϕ) =
ϕ(s(e))− ϕ(e) (on rappelle que s(e) désigne le dernier successeur de e). Donc :

∑

e∈δu

DSC(e, ϕ) =
∑

e∈δu

(ϕ(s(e))− ϕ(e))

=
∑

e∈δu

(ϕ(s(e))− ϕ(u)) +

|δu|
∑

α=1

α

Or, par construction de ϕ, |ϕ(s(e)) − ϕ(u)| ≤ m + n6|f(s(e)) − f(u)|, donc
∑

e∈δu
(ϕ(s(e))−ϕ(u)) ≤ m2+n6

∑

e∈δu
|f(s(e))−f(u)|. Or, pour tout e = {u, v} ∈

X, avec e ∈ δu, on a s(e) = v, donc :

∑

u∈V

∑

e∈δu

|f(s(e))− f(u)| =
∑

e={u,v}∈X

|f(u)− f(v)| = K

donc
∑

e∈δu
(ϕ(s(e))− ϕ(u)) ≤ m2 + n6K.

En appliquant le lemme 3, on obtient

DSC(G′, ϕ) ≤ n6m +
n7(n6 + 1)

2
+ m2 + n6K +

1

2
n(m2 + m) = D

(ii) Réciproquement, supposons qu’on a une solution ϕ de l’instance I ′ de minBipDSC.
Ceci signifie que DSC(ϕ, G) ≤ D. On construit une numérotation f des sommets de
G telle que ∀a, b ∈ V 2, f(a) < f(b)⇔ ϕ(a) < ϕ(b). On peut supposer sans perte de



46 3. Résultats théoriques

généralité que ϕ vérifie la propriété 1, et que pour tout u ∈ V , les éléments de Eu

sont numérotés avant ceux de δu.
Comme précédemment,

DSC(G′, ϕ′) =
∑

u∈V

DSC(Eu, ϕ) +
∑

u∈V

∑

e∈δu

DSC(e, ϕ)

= n6m +
n7(n6 + 1)

2
+
∑

u∈V

∑

e∈δu

(ϕ(s(e))− ϕ(u))

+
∑

u∈V

|δu|
∑

α=1

α

Or, ϕ(s(e))−ϕ(u) = |ϕ(s(e))−ϕ(u)| ≥ n6|f(s(e))−f(u)|, donc
∑

u∈V

∑

e∈δu
ϕ(s(e))−

ϕ(u) ≥ n6
∑

u∈V

∑

e∈δu
|f(s(e)) − f(u)|. Comme précédemment, pour tout e =

{u, v} ∈ X, avec e ∈ δu, s(e) = v. Donc
∑

u∈V

∑

e∈δu

|f(s(e))− f(u)| =
∑

e={u,v}∈X

|f(v)− f(u)|.

Et donc :
∑

u∈V

∑

e∈δu

(ϕ(s(e))− ϕ(u)) ≥ n6
∑

e={u,v}∈X

|f(v)− f(u)|.

Ainsi, comme DSC(G′, ϕ′) ≤ D,

n6m +
n7(n6 + 1)

2
+
∑

u∈V

∑

e∈δu

(ϕ(s(e))− ϕ(u)) +
∑

u∈V

|δu|
∑

α=1

α ≤ D

Puis, en reportant la définition de D, on obtient que

n6
∑

e={u,v}∈X

|f(v)− f(u)|+
∑

u∈V

|δu|
∑

α=1

α ≤ m2 + n6K +
1

2
n(m2 + m)

Et comme
∑

u∈V

|δu|
∑

α=1

α ≥ 0 :

n6
∑

e={u,v}∈X

|f(v)− f(u)| ≤ m2 +
1

2
n(m2 + m) + n6K

≤ n4 +
1

2
n(n4 + n2) + n6K

∑

e={u,v}∈X

|f(v)− f(u)| ≤ K +
1

n2
+

1

2n
+

1

2n3

=⇒
∑

e={u,v}∈X

|f(v)− f(u)| −K ≤
1

n2
+

1

2n
+

1

2n3
< 1, ∀n > 1

D’où le résultat.
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Corollaire 1. La version d’optimisation de minBipDSC est NP-difficile pour les graphes
orientés sans circuit bipartis.

3.1.3 NP-complétude de minBipUCS

Dans cette section, nous montrons que le problème minBipUCS est NP-complet, à
partir du problème Minimum Linear Arrangement.

Théorème 3.1.3. Il existe une transformation polynomiale de minLA à minBipUCS.

Preuve

On considère l’instance I de minLA et l’instance I ′ de minDSC décrites en 3.1.1. La
valeur du coût pour cette transformation est inférieure à :

D = (n6 + m + 1)K + m2

(i) Supposons que la réponse au problème de minLA est “oui”, et soit f une solution.
Dans le but de simplifier les notations, on peut supposer sans perte de généralité
que f(v) = i pour tout v de V . Dans le même but, on note yi le sommet de B tel
que f(v) = i. Une numérotation ϕ de l’instance associée du problème de minUCS
est construite en numérotant les sommets yi de B selon la numérotation f de X.
Plus simplement, ϕ(y1) < ϕ(y2) < ... < ϕ(yn). En supposant que ϕ(y0) = 0 (où y0

est un sommet fictif), on peut alors numéroter les éléments de A comme suit :
– de ϕ(yi−1) + 1 à ϕ(yi−1) + n6, les n6 éléments de Eyi

,
– de ϕ(yi−1)+n6 +1 à ϕ(yi)− 1, les éléments x({i, j}) de A n’appartenant à aucun

E et tels que i < j. Clairement, les sommets x({i, j}) avec j < i ont été numérotés
avant ϕ(yj).

Nous voulons maintenant prouver que UCS(ϕ, G) ≤ K. On rappelle que pour toute
arc (x, y) ∈ X ′, UCS(ϕ, (x, y)) représente le coût de chargement de x pour l’évalua-
tion de y. L’expression peut alors être transformée en :

UCS(ϕ, G) =
∑

y∈B

∑

x∈Γ−(y)

UCS(ϕ, (x, y))

Dans cette somme, les coûts UCS(ϕ, (x, y)) ne sont non nuls que pour les valeurs
y = yi et x = x({i, j}) tels que j < i. On considère donc un sommet x vérifiant cette
propriété. Comme x est un prédécesseur de yi, il a été précédemment placé dans
la pile lors d’une opération RD pour le calcul de yj. En effet, j < i implique par
construction que ϕ(yj) < ϕ(yi). On peut donc écrire UCS(ϕ, (x, yi)) sous la forme

UCS(ϕ, (x, yi)) = ∆(x, yj) + ∆(yj),
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Fig. 3.6 – Calcul de yi

où ∆(x, yj) (resp. ∆(yj)) est le nombre de sommets empilés entre x et yj, yj inclus
(resp. entre yj et le sommet de la pile) juste avant le calcul de yi (voir figure 3.6).
Chaque sommet yj ∈ Y a au plus m prédécesseurs x dans A et n’appartenant à
aucun E, donc ∆(x, yj) ≤ m. De plus, tout sommet yk ∈ B a au plus n6 + m
prédécesseurs. Comme les sommets de Y sont empilées selon la numérotation ϕ, on
a donc ∆(yj) ≤ (f(i)− f(j))(n6 + m + 1).

UCS(ϕ, G) ≤ m2 + (n6 + m + 1)
∑

{i,j}∈X

|f(i)− f(j)| ≤ m2 + (n6 + m + 1)×K

On obtient par conséquent que UCS(ϕ, G) ≤ (n6 + m + 1)K + m2 = D. ϕ est donc
une solution pour l’instance I ′ de minBipUCS.

(ii) Réciproquement, supposons qu’on a une solution ϕ de l’instance I ′ de minBipUCS.
Ceci signifie que UCS(ϕ, G) ≤ D. On peut supposer sans perte de généralité que les
sommets de X sont numérotés de façon à ce que ϕ(y1) < ϕ(y2) < · · · < ϕ(yn). On
construit alors la numérotation f de V , et nous nous proposons de démontrer que
la fonction f ≡ Id est une solution de minLA pour l’instance I.
Considérons l’état de la pile juste avant une opération LD pour le calcul d’un sommet
yj. Comme aucun des sommets yk, k ∈ {1, · · · , j−1} n’ont été réutilisés depuis leur
création, les éléments de A apparaissent dans la pile dans l’ordre de leurs indices.
Tout d’abord, on remarque que pour chaque valeur k ∈ {2, · · · , n}, les éléments
de Eyk

sont empilés juste après yk−1. En effet, comme ces sommets n’ont pas été
rechargés, ils sont empilés entre yk−1 and yk. De plus, on suppose qu’il existe un
sommet xl ∈ A n’appartenant à aucun E et tel que

ϕ(yk−1) < ϕ(x(l)) < ϕ(z?),

où z? est l’élément de Eyk
de valeur ϕ(z?) maximale. Puisque z? n’est plus rechargé

par la suite, l’échange de ϕ(xl) et ϕ(z∗) diminuera forcément le coût UCS.
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Soit maintenant une arête e = {i, j} ∈ X telle que i < j. Au moment du calcul
de yj, xl est rechargée. Or, la profondeur de xl est plus grande que celle de yj, qui
vaut au moins (n6 + 1)(j− i) (d’après la remarque ci-dessus). Par conséquent, si on
utilise f ≡ Id, on a :

UCS(ϕ, (xl, yj)) ≥ (f(j)− f(i))(n6 + 1)

Par conséquent,

UCS(ϕ, G) =
∑

e={i,j}∈X,i<j

UCS(ϕ, (xl, yj))

≥
∑

{i,j}∈X,i<j

(f(j)− f(i))(n6 + 1) =
∑

{i,j}∈X

|f(j)− f(i)|(n6 + 1)

Puisque UCS(ϕ, G′) ≤ D et D = (n6 + m + 1)×K + m2, on en déduit que




∑

{i,j}∈X

|f(j)− f(i)| −K



× (n6 + 1) ≤ mK + m2

De plus, m ≤ n2 et K ≤ nm ≤ n3, donc

∑

{i,j}∈X

|f(j)− f(i)| −K ≤
1

n
+

1

n2
< 1, ∀n > 1

et donc
∑

{i,j}∈X |f(j)− f(i)| ≤ K. f est donc une solution de I.

Corollaire 2. La version d’optimisation de minBipUCS est NP-difficile pour les graphes
orientés sans circuit bipartis.

3.2 Cas polynômiaux

Dans cette partie, nous montrons que les problèmes minUCS et minDSC définis au
chapitre 2 peuvent être résolus en temps poynômial pour certaines classes de graphes.

3.2.1 Anti-arborescences

Dans cette partie, nous supposons que G = (V, A) est une anti-arborescence. Par
conséquent, on considère dans la suite que tout sommet v ∈ V a au plus un arc sortant.
Dans un premier temps, nous montrons que le problème minDSC est alors équivalent à
un problème d’ordonnancement polynomial. Ensuite nous prouvons la même chose pour
le problème minUCS.



50 3. Résultats théoriques

Polynomialité de minDSC pour les anti-arborescences

Le fait que tout sommet d’une anti-arborescence a au plus un arc sortant permet
d’obtenir une expression très simple de la fonction de coût DSC :

DSC(ϕ, G) =
∑

(u,v)∈A

ϕ(v)− ϕ(u)

Cette formulation montre que, lorsque le graphe de précédence est une anti-arborescence,
le coût DSC est égal au coût de l’arrangement linéaire, un problème dont la résolution
polynomiale a été montrée dans [AH73]. On peut aussi remarquer que ce problème est
un sous-cas du problème d’ordonnancement 1|intree, pi = 1|

∑

wiCi, dans lequel chaque
tâche i correspond à un sommet v dans V , le graphe de précédence est égal à G, et
les poids des tâches sont les wi = δ−(vi). Ce problème est polynomial aussi (voir par
exemple [Bru98]).

Polynomialité de minUCS pour les anti-arborescences

Pour tout sommet u ∈ V , on rappelle que Γ∗−(u) représente l’ensemble des ancêtres
de u. On note s(u) l’unique successeur de u dans G. On note aussi G(u) le sous arbre de
G enraciné en u, et r la racine de G.

Lemme 4. Pour toute numérotation ϕ, on peut construire une autre numérotation ϕ′

telle que UCS(ϕ′, G) ≤ UCS(ϕ, G), et telle que tous les ancêtres de chaque sommet u de
V sont numérotés par ϕ′ juste avant u :

∀v ∈ Γ∗−(u), ϕ′(v) ∈ {ϕ′(u)− |Γ∗−(u)|, · · · , ϕ′(u)− 1}

Preuve On suppose que ϕ est une numérotation optimale qui ne vérifie pas les
conditions du lemme. Soit u le premier (au sens de ϕ) sommet de V qui ne vérifie pas
la condition. Soit k le dernier (toujours au sens de ϕ) sommet tel que ϕ(k) < ϕ(u) et
k /∈ Γ∗−(u).

Par construction (minimalité de ϕ(u)), les prédécesseurs de k sont numérotés juste
avant k. Pour des raisons de clarté, on définit les ensembles suivants (voir la figure 3.7) :

Ω1 = {v ∈ V, ϕ(v) < ϕ(k)− |Γ∗−(k)|}

Ω2 = {v ∈ V, ϕ(k) < ϕ(v) < ϕ(u)}

Ω3 = {v ∈ V, ϕ(u) < ϕ(v)}

On remarque que s(u) et s(k) appartiennent tous les deux à Ω3. La numérotation ϕ′

est obtenue en déplaçant k et Γ∗−(k) juste après u (figure 3.7).
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Fig. 3.7 – Transformation de la numérotation pour le coût d’une anti-arborescence

Pour tout v ∈ V , on définit ∆(v) = UCS(ϕ′, (v, s(v))) − UCS(ϕ, (v, s(v))). On se
propose maintenant de prouver que

∑

v∈V −{r} ∆(v) ≤ 0. La valeur ∆(v) dépend en fait
de 6 cas :

1. Si v = u, alors au pire les valeurs de {k} ∪ Γ∗−(k) sont encore entre u et le sommet
de la pile au moment de l’exécution de s(u) selon ϕ′. Par conséquent on obtient que
∆(u) ≤ 1 + |Γ∗−(k)|.

2. Si v = k, alors k est rapproché de son successeur par ϕ′, donc ∆(k) ≤ 0.

3. Si v ∈ Γ∗−(k), alors ∆(v) = 0 car de tels sommets sont déplacés avec k.

4. Si v ∈ Ω2, alors ∆(v) = 0 car s(v) ∈ Ω2 ∪ {u}.

5. Si v ∈ Ω3, alors ∆(v) = 0 car s(v) ∈ Ω3.

6. Si v ∈ Ω1, alors si s(v) ∈ Ω1, ∆(v) = 0. Maintenant, par hypothèse, Ω1∩Γ∗−(u) 6= ∅.
Donc il existe l ∈ Ω1 avec s(l) ∈ Ω2 ∪ {u}. Pour cette valeur, ∆(l) = −1− |Γ∗−(k)|.
On en déduit que

∑

v∈Ω1
∆(v) ≤ −1− |Γ∗−(k)|.

Ainsi,
∑

v∈V −{r}

∆(v) = ∆(u) + ∆(k) +
∑

v∈Ω1

∆(v) ≤ 0

On considère maintenant une numérotation ϕ vérifiant les hypothèses du lemme pré-
cédent, ainsi qu’un sommet u ∈ V dont les prédécesseurs sont notés p1, ..., pq de façon à
ce que ϕ(p1) < ... < ϕ(pq). Si on note |G(u)| le nombre de sommets de G(u), le coût de
G(u) est :

UCS(ϕ, G(u)) =

q
∑

j=1

UCS(ϕ, G(pj)) +

q
∑

j=1

(j − 1)|G(pj)|

Cette valeur est minimale si et seulement si |G(p1)| ≥ |G(p2)| ≥ · · · ≥ |G(pq)|. Par
conséquent, on en déduit le théorème suivant :
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Fig. 3.8 – Re-numérotation d’une arborescence

Théorème 3.2.1. Toute numérotation ϕ vérifiant les hypothèses du lemme 4 et telle que
pour tout u ∈ V et pour tout (p1, p2) ∈ Γ−(u)×Γ−(u), ϕ(p1) < ϕ(p2)⇒ |G(p1)| ≥ |G(p2)|
est optimale.

Comme à chaque étape u ∈ V , les valeurs |G(v)|, v ∈ Γ−(u) doivent être triées, on
obtient un algorithme de complexité O(n log n).

3.2.2 Arborescences

Dans un premier temps, nous montrons que dans le cas où G est une arborescence,
le problème minDSC peut être résolu en temps polynomial. Ensuite, nous prouvons une
relation entre les fonctions DSC et UCS qui nous permet de conclure que l’algorithme
permettant de résoudre le problème minDSC dans le cas où G est une arborescence conduit
aussi à une numérotation optimale pour la fonction de coût UCS.

Polynomialité de minDSC pour les arborescences

Le graphe G = (V, A) est maintenant une arborescence, ce qui signifie que tout sommet
v ∈ V a au plus un arc entrant. De plus, on a m = n−1. L’algorithme que nous proposons
permet de construire en temps linéaire une numérotation optimale de G, et repose sur le
lemme qui suit.

Lemme 5. Il existe une numérotation optimale telle que tous les sommets d’un sous-arbre
T de la racine de G sont numérotés après les sommets de G\T .

∀u ∈ T, ∀v ∈ G\T, ϕ(u) > ϕ(v)

Preuve Considérons une numérotation ϕ qui ne vérifie pas le lemme. Par la trans-
formation décrite en figure 3.8, nous construisons une nouvelle numérotation ϕ′ telle que
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DSC(ϕ′, G) ≤ DSC(ϕ, G). La racine r vérifie évidemment ϕ(r) = 1, et on note T le sous-
arbre de r contenant ϕ−1(n) (le sommet numéroté en dernier par ϕ). On note aussi rT la
racine de T . De notre affirmation initiale on déduit facilement que ϕ(rT ) < n − |T | + 1,
ce qui signifie qu’au moins un sommet de G\T est numéroté parmi les sommets de T . La
nouvelle numérotation ϕ′ (voir figure 3.8) est construite de telle façon que :

1. l’ordre relatif entre les sommets de T n’est pas modifié.

2. l’ordre relatif entre les sommets de G\T n’est pas modifié.

3. les sommets de T sont numérotés de n− |T |+ 1 à n.

4. par conséquent les sommets de G\T sont numérotés de 1 à n− |T |.

Ces trois règles permettent clairement de définir la construction d’une unique numérota-
tion ϕ′. Cette numérotation est compatible avec la topologie de G car (r, rT ) est le seul
arc reliant T et le reste de G. Or, ϕ′(r) = 1 < ϕ′(rT ).

Pour démontrer que DSC(ϕ′, G) ≤ DSC(ϕ, G), on considère un arc (u, v) tel que u 6= r.
Le cas u = r sera étudié dans la suite. Soit ∆(u, v) = (ϕ(v)−ϕ(u))−(ϕ′(v)−ϕ′(u)). ∆(u, v)
ainsi défini représente la diminution de coût pour (u, v) causé par la transformation de
ϕ en ϕ′. Par construction, ∆(u, v) est positif. En effet, si (u, v) est dans T , alors ∆(u, v)
est égal au nombre de sommets w /∈ T tels que ϕ(u) < ϕ(w) < ϕ(v). Symmétriquement,
si (u, v) n’est pas dans T , alors ∆(u, v) est égal au nombre de sommets w ∈ T tels
que ϕ(u) < ϕ(w) < ϕ(v). Par conséquent le coût d’accés de chaque sommet u 6= r a
diminué, c’est à dire qu’en terme de coût d’accés à la mémoire comme défini en 2.1, on a
DSC(ϕ′, u) ≤ DSC(ϕ, u).

Cependant, le coût d’accés DSC(ϕ, r) à la racine r de G augmente en général. La
différence est égale à

DSC(ϕ′, r)−DSC(ϕ, r) = max
(r,v)∈A

ϕ′(v)− max
(r,v)∈A

ϕ(v) ≤ ϕ′(rT )− ϕ(rT )

On rappelle que ∆(rT ) représente la partie droite de l’inégalité. On observe de plus
que ∆(rT ) est égal au nombre de sommets w /∈ T tels que ϕ(w) > ϕ(rT ).

On peut conclure que DSC(ϕ′, G) ≤ DSC(ϕ, G) en prouvant que la diminution totale
des coûts des sommets u 6= r est au moins égale à ∆(rT ). ϕ−1(T ) est un sous ensemble de
{1, · · · , n}, et donc il peut être vu comme l’union d’intervalles d’entiers I1 < I2 · · · < Ik.
Clairement, ϕ est une bijection entre les sommets de T et

⋃k
i=1 Ii. Considérons l’arc (u1, v1)

de T tel que ϕ(u1) ∈ I1 et ϕ(v1) est maximal. Comme T est connexe, ϕ(v1) appartient
à un certain intervalle Ik1 avec k1 > 1. v1 est alors par construction le dernier successeur
de u1 selon ϕ, donc le coût de u1 est ϕ(v1)−ϕ(u1). Si k1 < k, on peut itérer ce processus
de contruction : soit (u2, v2) de T tel que ϕ(u2) ∈ I1 et ϕ(v2) est maximal. Soit Ik2

l’intervalle qui contient ϕ(v2). A la fin, on obtient une séquence d’arcs (u1, v1), · · · , (ul, vl)
et d’intervalles I1 = Ik0 , Ik2, · · · , Ikl

= Ik tels que ϕ(ui) ∈ Iki−1
et ϕ(vi) ∈ Iki

. On a aussi
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DSC(ϕ, ui) = ϕ(vi)−ϕ(ui) et DSC(ϕ′, ui) = ϕ′(vi)−ϕ′(ui). Alors, DSC(ϕ′, ui)−DSC(ϕ, ui)
est égal au nombre de sommets w /∈ T tels que ϕ(ui) < ϕ(w) < ϕ(vi). Donc, puisque vi

et ui+1 sont dans le même intervalle lki
, la somme

∑l

i=1(DSC(ϕ′, ui)− DSC(ϕ, ui)) vaut
∆(rT ). Par conséquent, DSC(ϕ′, G) ≤ DSC(ϕ, G), ce qui conclut la preuve.

Il nous reste maintenant à déterminer comment sélectionner le sous-arbre terminal.
Pour chaque successeur u de r, soit T (u) le sous-arbre enraciné en u. Si T (u?) représente
le sous-arbre final, nous avons DSC(ϕ, r) = n− |T (u?)|, et donc

DSC(ϕ, G) = n− |T (u?)|+
∑

u∈Γ+(r)

DSC(ϕ, T (u))

Par conséquent, pour pouvoir minimiser le coût DSC de la numérotation d’une arbo-
rescence G, u? doit être choisi de façon à ce que T (u?) soit le plus grand sous-arbre de r.
La numérotation optimale sera donc donnée par l’algorithme récursif suivant, appelé avec
la racine de G comme premier paramètre, et 1 comme second paramètre :

proc orderouttree(r,i) :
ϕ(r)← i
si r n’est pas une feuille alors

soit u? un successeur de r tel que T (u?) = max(r,u)∈A |T (u)|
pour chaque successeur u 6= u? de r faire

orderouttree(u,i + 1)
i← i + |T (u)|

finpour
orderouttree(u?, i + 1)

finsi

Pour conclure, nous montrons la complexité de cet algorithme.

Théorème 3.2.2. Une numérotation optimale d’une arborescence au sens du critère DSC
peut être obtenue en O(n) opérations.

Preuve Dans la phase préalable, les tailles |T (u)| des sous-arbres de tous les sommets
u de G peuvent être calculées en temps O(n). La procédure récursive est appelée une fois
pour chaque sommet, et le choix de u? pour un sommet r donné se fait en O(δ+(r))
opérations. Par conséquent le nombre total d’opérations pour l’algorithme est de O(n).

Polynomialité de minUCS pour les arborescences

On suppose toujours que G = (V, A) est une arborescence (|A| = m = n − 1). Nous
prouvons dans ce qui suit que la numérotation calculée pour le score DSC en section 3.2.2,
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Fig. 3.9 – Un sommet u d’une arborescence et ses successeurs

notée ϕ∗, est aussi optimale pour le score UCS. Nous commençons par prouver une inéga-
lité reliant les 2 scores.

Lemme 6. Dans une arborescence G, UCS(ϕ) ≥ DSC(ϕ)−m pour toute numérotation
ϕ.

Preuve Considérons l’unique opération LD associée à un arc (u, v) de G. Nous
allons prouver que UCS(ϕ, (u, v)) ≥ DSC(ϕ, (u, v)) − 1. Si u est déjà au sommet de
la pile, cela signifie qu’il s’agit du résultat d’une opération RD ou OP effectuée juste
avant. Par conséquent dans ce cas on a ϕ(v) = ϕ(u) + 1, et v est le premier successeur
de u. Dans ce cas, UCS(ϕ, (u, v)) = 0 = DSC(ϕ, (u, v)) − 1. Sinon (si u n’est pas au

sommet de la pile) alors v est le ième successeur de u pour un certain entier i vérifiant
1 ≤ i ≤ δ+(u). La dernière fois que u était au sommet de la pile était quand u a été
créé (si i = 1) ou juste avant le calcul de si−1(u) (si i > 1). Dans les deux cas, au moins
ϕ(si(u))− ϕ(si−1(u))− 1 variables ont été empilées par des opérations OP depuis. Donc,
UCS(ϕ, (u, v)) ≥ ϕ(si(u))−ϕ(si−1(u))− 1 = DSC(ϕ, (u, v))− 1. La sommation de toutes
ces inégalités conduit au résultat du lemme.

Théorème 3.2.3. Pour une arborescence G, la solution optimale ϕ? au sens de DSC
est aussi optimale au sens de UCS. Le problème peut donc être aussi résolu en O(n)
opérations.

Preuve Nous prouvons dans la suite que UCS(ϕ?, G) = DSC(ϕ?, G)−m. Ceci nous
permettrait de conclure car dans ce cas comme on sait que ϕ? est optimale pour DSC, et
que DSC(ϕ?, G)−m est une borne inférieure pour UCS (lemme 6), nous conclurons que
ϕ? est aussi optimale pour UCS.

On considère, comme illustré en figure 3.9, un sommet u et ses q = δ+(u) succes-
seurs, notés s1 = s1(ϕ

?, u), · · · , sq = sq(ϕ
?, u). Donc, ϕ?(s1) < · · · < ϕ?(sq). On définit

Ti, i ∈ {1, · · · , n}, les sommets des sous-arbres dont la racine est si. A chaque étape
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i ∈ {1, · · · , q}, u est chargé pour le calcul de si. Vi représente alors l’ensemble des som-
mets empilés entre u et le sommet de la pile juste avant l’évaluation de si. Le coût UCS
de ce chargement de u peut alors être exprimé comme UCS(ϕ?, (u, si)) = |Vi|. Deux cas
doivent être étudiés :

– Si i = 1, par définition de ϕ?, ϕ?(s1) = ϕ?(u) + 1. u est déjà au sommet de la pile,
donc V1 = ∅. On obtient alors |V1| = 0 = ϕ?(s1)− ϕ?(u)− 1.

– Sinon, c’est à dire si i > 1, on prouve que Vi = Ti−1 :

– Par définition de ϕ?, les éléments de Ti−1 sont calculés après le calcul de si−1 et
avant le chargement de u pour le calcul de si, donc Ti−1 ⊂ Vi.

– Réciproquement, soit k ∈ Vi\Ti−1. ϕ?(k) < ϕ?(si−1) car les éléments de Ti−1 sont
numérotés de ϕ?(si−1) à ϕ?(si)− 1. Par conséquent, il existe un sommet l ∈ Ti−1

dont le calcul nécessite le chargement de k car par construction tous les éléments
numérotés entre si−1 et si sont dans Ti−1. puisque k /∈ Ti−1, l a deux prédécesseurs,
ce qui contredit la structure de G. Donc Ti−1 = Vi.

Par conséquent,

UCS(ϕ?, (u, si)) = |Ti−1| = ϕ?(si)− ϕ?(si−1)− 1 = DSC(ϕ?, (u, si))− 1

En additionant tous ces coûts, on obtient que UCS(ϕ, G) = DSC(ϕ, G) − m, ce qui
complète la preuve.

3.2.3 Graphes série-parallèles

L’objectif de cette partie est de montrer une autre classe de graphes définis récursive-
ment pour laquelle minDSC peut être résolu en temps polynomial : une classe de graphes
série-parallèles. L’intérêt de l’étude des graphes série-parallèles dans le cadre de nos tra-
vaux est qu’ils sont souvent utilisés dans l’analyse statique de programmes. Il existe en
fait beaucoup de définitions des graphes série-parallèles. Les plus répandues sont la classe
2TSPG (2-terminal series parallel graphs) [Sch95, VTL79], et la classe SP [Bru95]. Nous
montrons cependant à l’aide de contre-exemples en 3.2.3 que l’exploitation de la structure
récursive de ces graphes ne peut mener à des numérotations optimales en temps poly-
nomial. C’est pourquoi nous nous intéressons ici à une classe de graphes série-parallèles
introduite par [CP95] pour l’étude de problèmes d’ordonnancement avec délais. Il s’agit
de la classe r-2TSPG (pour reduced 2-terminal series parallel graphs). Elle a la
propriété d’être incluse dans 2TSP, mais la limitation du nombre d’arêtes reliant un com-
posant à un composant de niveau hiérarchique différent nous a permis de simplifier la
formulation du coût DSC.

Tout d’abord, nous définissons les différentes classes en jeu dans la section 3.2.3. Nous
montrons aussi la relation entre ces classes. Ensuite, dans la partie 3.2.3, nous montrons
la dominance des numérotations par blocs pour le coût DSC dans la classe r-2TSPG.
Ensuite, nous prouvons qu’une numérotation optimale peut être atteinte en temps poly-
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nomial. Finalement, nous concluons (partie 3.2.3) en montrant par des contre-exemples
que l’algorithme ne s’applique pas dans deux autres classes de graphes série-parallèles
(2TSPG et SP).

Définitions et exemples

L’objectif de cette partie est double. Tout d’abord, les définitions des trois classes
de graphes série-parallèles qui nous intéressent sont données. Ensuite, on montre que
r-2TSPG est incluse dans 2TSP.

Définition 4 (Graphe r-2TSPG ([CP95])). Le graphe composé de 2 sommets s et p
connectés par un seul arc (s, p) est le graphe de base pour la classe r-2TSPG. Les graphes
composés peuvent être obtenus à partir de K graphes Gi, 1 ≤ i ≤ K, de sommets source
et puits respectifs si et pi selon 2 règles de composition :

Série Fusionner pi avec si+1, ∀i, 1 ≤ i ≤ K − 1. Les source et puits de G sont respective-
ment s1 and pK (figure 3.11(a)),

Parallèle Créer la source et le puits de G s et p. Créer les arcs (s, si) et (pi, p) ∀i, 1 ≤
i ≤ K (figure 3.10(a)).

Définition 5 (Graphe 2TSP ([Sch95, VTL79])). Le graphe composé de 2 sommets
s et p connectés par un seul arc (s, p) est le graphe de base pour la classe 2TSPG. Les
graphes composés peuvent être obtenus à partir de K graphes Gi, 1 ≤ i ≤ K, de sommets
source et puits respectifs si et pi selon 2 règles de composition :

Série Fusionner pi avec si+1, ∀i, 1 ≤ i ≤ K − 1. Les source et puits de G sont respective-
ment s1 and pK (figure 3.11(a)),

Parallèle (figure 3.10(b))
– Fusionner tous les sommets sources si, ∀i, 1 ≤ i ≤ K pour former s, le sommet

source de G,
– Fusionner tous les sommets puits pi, ∀i, 1 ≤ i ≤ K pour former p, le sommet puits

de G.

Définition 6 (Graphe SP ([Bru95])). Le graphe composé d’un sommet s est le graphe
de base pour la classe SP. Les graphes composés peuvent être obtenus à partir de K graphes
Gi = (Vi, Ai), 1 ≤ i ≤ K, selon 2 règles de composition (pour i ∈ {1, · · · , K}, on note Si

(resp Pi) l’ensemble des sommets sans prédécesseurs (resp successeurs) de Gi) :

Série Le graphe SP résultant de la composition série est

G = (
⋃

i=1···K

Vi, (
⋃

i=1···K

Ai) ∪ (
⋃

i=1···K−1

Pi × Si+1)),

où “×” représente l’opération de produit cartésien (figure 3.11(b)).

Parallèle Le graphe SP résultant de la composition parallèle est G = (
⋃

i=1···K

Vi,
⋃

i=1...K

Ai)

(figure 3.10(c)).
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Série Parallèle
r-2TSPG →r ‖r

2TSP →2TSP ‖2TSP
SP →SP ‖SP

Tab. 3.1 – Notations pour les compositions des classes de graphes série-parallèles

Afin de clarifier la suite, les notations utilisées pour décrire les six opérations de com-
position sont décrites dans le tableau 3.1.

Un exemple de graphe de 2TSP (resp. SP) est montré en figure 3.22 (resp. figure 3.23).
Nous montrons maintenant que les graphes de r-2TSPG sont aussi dans 2TSP.

Propriété 2.
r-2TSPG ⊂ 2TSP

Preuve (par récurrence sur les opérations de composition de graphes) Le graphe de
base de r-2TSPG, noté B, appartient à 2TSP. Soient deux graphes G1 et G2 appartenant
à r-2TSPG. On suppose qu’ils appartiennent aussi à 2TSP (hypothèse de récurrence). On
veut montrer (i) que (G1→r G2) ∈ 2TSP et (ii) que (G1 ‖r G2) ∈ 2TSP.

(i) Les compositions série sont identiques, donc la réponse à la première question est
triviale,

(ii) Le graphe (G1 ‖r G2) peut être vu comme la composition parallèle au sens de 2TSP
de deux graphes utilisant la composition série au sens de 2TSP :

(G1 ‖r G2) = ((B→2TSP G1→2TSP B) ‖2TSP(B→2TSP G2→2TSP B))

Or, (B→2TSP G1→2TSP B) ∈ 2TSP et (B→2TSP G2→2TSP B) ∈ 2TSP, puis-
qu’on a supposé par récurrence que G1 ∈ 2TSP et G2 ∈ 2TSP. D’où le résultat.

Le cas des composition parallèles n-aires est similaire. L’inclusion est stricte, comme le
montre l’exemple de la figure 3.22.

Nous allons maintenant montrer que la structure des graphes de r-2TSPG conduit à
des numérotations dominantes pour le problème minDSC.

Dominance des numérotations par blocs

Soit G = (V, A) le graphe de r-2TSPG obtenu par composition parallèle de K graphes
de r-2TSPG, notés Gi = (Vi, Ai), 1 ≤ i ≤ K. Soient s et p la source et le puits de G, et on
note respectivement si et pi les sommets source et puits des graphes Gi, i ∈ {1, · · · , K}.
Soit ϕ = ϕ(0) une numérotation de G.
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s p

s2 G2 p2

G1 p1s1

(a) Composition r-2TSPG

s p

G2

G1

(b) Composition 2TSP

G2

G1

(c) Composition SP

Fig. 3.10 – Les différents types de composition parallèle
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s1 p2p1 G2G1

(a) Composition r-2TSPG et 2TSP

G1 G2

(b) Composition SP

Fig. 3.11 – Les différents types de composition série

Pour tout i ∈ {1, · · · , K}, on note ki le nombre d’ensembles dans lesquels on a coupé
Gi :

∀i ∈ {1, · · · , K}, ki := |{u ∈ Vi, ϕ
−1(ϕ(u) + 1) /∈ Vi}|

Pour tout i ∈ {1, · · · , K} et pour tout j ∈ {1, · · · , ki}, on note Bj
i le jème ensemble

de sommets consécutifs de Gi selon ϕ.

Un exemple de ces notations est montré en figure 3.13. Finalement, on note Ωϕ l’en-
semble des arcs qui portent un coup au sens de DSC :

Ωϕ = {(z, t) ∈ G, ϕ(t) = max
v∈Γ+(z)

ϕ(v)}

Pour tout z ∈ V − {p}, le sommet t ∈ V tel que (z, t) ∈ Ωϕ est appelé le dernier
successeur de z.

Définition 7 (numérotation par blocs). ϕ est une numérotation par blocs si
∀i ∈ {1, · · · , K}, ∀(x, y) ∈ Vi × Vi, ∀z ∈ V tel que ϕ(x) < ϕ(z) < ϕ(y), alors z ∈ Vi.

Dans le cas de numérotations par blocs, on considèrera aussi un autre type de numé-
rotation appelée fonction d’étiquetage de blocs, qui consiste à numéroter des blocs
au lieu de sommets. Une définition plus formelle en est donnée en 3.2.3.

Pour prouver notre méthode, nous n’étudierons que les compositions parallèles, car
les compositions en série sont évidemment triviales en termes de score DSC pour des
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raisons de construction. Nous montrons ici que pour toute numérotation, il est possible
de construire une numérotation par blocs de coût moindre. Cette numérotation par blocs
est construite par concaténations successives d’ensembles de sommets appartenant au
même sous-graphe. L’étape i, i ∈ {1, · · · , K − 1} consiste à concaténer les ensembles
Bj

i , j ∈ {1, · · · , ki}, avec B1
i , où i est l’indice minimal des sous-graphes qui n’ont pas

encore été concaténés (voir figure 3.12). Pour tout i0 ∈ {1, · · · , K} tel que ki0 = 1, on
considère simplement que ϕ(i0) = ϕ(i0−1). De cette façon, on ne considère dans ce qui suit
que les étapes i vérifiant k(i) > 1.

Bien évidemment, ϕ(K−1) est une numérotation par blocs.
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j

i+1
Vi−1

Vi−1

Fig. 3.12 – Transformation de ϕ(i−1) en ϕ(i)

Ωϕ(0) = {(s, s3), (s1, b), (s2, c), (s3, d), (a, p1),

(b, p1), (c, p2), (d, p3), (p1, p), (p2, p), (p3, p)}

k1 = k2 = 3, k3 = 2

j 1 2 3

Θj
1 s1 a, b p1

Θj
2 s2 c p2

Θj
3 s3 p3 non défini

Tab. 3.2 – Valeurs pour le graphe de la figure 3.13

Nous allons montrer dans ce qui suit que :

∀i ∈ {1, · · · , K − 1}, DSC(ϕ(i), G)− DSC(ϕ(i−1), G) ≤ 0

Puisque DSC(ϕ(i), Gl) = DSC(ϕ(i−1), Gl), ∀l ∈ {1, · · · , i− 1}, nous pouvons écrire :
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Fig. 3.13 – Exemple de construction d’une numérotation par blocs

DSC(ϕ(i), G)−DSC(ϕ(i−1), G) = DSC(ϕ(i), s)−DSC(ϕ(i−1), s)

+ DSC(ϕ(i), Gi)− DSC(ϕ(i−1), Gi)

+ DSC(ϕ(i), Gi+1)− DSC(ϕ(i−1), Gi+1)

+

K
∑

l=i+2

DSC(ϕ(i), Gl)− DSC(ϕ(i−1), Gl)

Les lemmes qui suivent vont nous permettre de montrer une borne pour chacun des
termes, de façon à conclure (voir théorème 3.2.4).

Lemme 7. ∀i ∈ {1, · · · , K − 1}, DSC(ϕ(i), s)− DSC(ϕ(i−1), s) ≤ ϕ(i)(si+1)− ϕ(i−1)(si+1)

Preuve Le dernier successeur de s pour ϕ(i) et ϕ(i−1) est sK. Par conséquent,

DSC(ϕ(i), s)− DSC(ϕ(i−1), s) = ϕ(i)(sK)− ϕ(i−1)(sK)
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De ϕ(i−1) à ϕ(i), le nombre de sommets de V déplacés entre si et sK est au plus |Vi|−|B1
i |.

Par conséquent,
|Vi| − |B

1
i | ≥ ϕ(i)(sK)− ϕ(i−1)(sK)

Maintenant, ϕ(i)(si+1) = ϕ(i)(si) + |Vi| et ϕ(i−1)(si+1) = ϕ(i−1)(si) + |B1
i | = ϕ(i)(si) + |B1

i |.
En sommant les deux équations on obtient |Vi| − |B1

i | = ϕ(i)(si+1) − ϕ(i−1)(si+1), ce qui
nous permet de conclure.

Lemme 8. ∀i ∈ {1, · · · , K − 1},
K
∑

l=i+2

(

DSC(ϕ(i), Gl)− DSC(ϕ(i−1), Gl)
)

≤ 0

Preuve Soit (v, w) ∈ Ωϕ(i) avec (v, w) ∈ Vl × (Vl ∪ {p}), l ∈ {i + 2, · · · , K}.
(a) Si il existe β ∈ {1, · · · , kl} tel que v et w appartiennent à un même sous ensemble

Bβ
l , alors :

DSC(ϕ(i−1), v) = ϕ(i−1)(w)− ϕ(i−1)(v)

= ϕ(i)(w)− ϕ(i)(v) = DSC(ϕ(i), v)

(b) Sinon, soit β1, β2 ∈ {1, · · · , kl}2 avec v ∈ Bβ1

l et w ∈ Bβ2

l . Alors, tous les sommets

des sous ensembles Bj
i numérotés par ϕ(i−1) entre Bβ1

l et Bβ2

l sont numérotés par
ϕ(i) avant B1

l .
Donc,

DSC(ϕ(i−1), v) = ϕ(i−1)(w)− ϕ(i−1)(v) ≥ ϕ(i)(w)− ϕ(i)(v) = DSC(ϕ(i), v)

On en déduit que pour tout l ∈ {i + 2, · · · , K}

DSC(ϕ(i), Gl)− DSC(ϕ(i−1), Gl) ≤ 0

On définit pour tout i ∈ {1, · · · , K} et pour tout j ∈ {1, · · · , ki−1} (voir le tableau 3.2
et la figure 3.14 pour un exemple)

Θj
i (ϕ) = {z, (z, t) ∈ Ωϕ, z ∈ Bj

i et t ∈
ki
⋃

l=j+1

Bl
i}

Θj
i (ϕ) est l’ensemble des sommets de Bj

i dont le dernier successeur n’est pas dans Bj
i .

On définit aussi

Θki

i (ϕ) = {pi} = {z, (z, t) ∈ Ωϕ, z ∈ Bki

i et t = p}

Finalement, pour tout i ∈ {1, · · · , K} et pour tout j ∈ {1, · · · , ki}, on définit θj
i (ϕ) =

|Θj
i (ϕ)|.
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Fig. 3.14 – Interprétation de Θj
i (ϕ)

Lemme 9. Soit ϕ une numérotation de G. Pour tout i ∈ {1, · · · , K} et pour tout j ∈
{1, · · · , ki}, θj

i (ϕ) > 0

Preuve
(a) θki

i (ϕ) = |Θki

i (ϕ)| = 1.
(b) Supposons qu’il existe j0 ∈ {1, · · · , ki − 1} tel que θj0

i (ϕ) = 0.
– S’il n’existe pas d’arc (u, v) ∈ Ai, u ∈ Bj0

i et v ∈
⋃ki

l=j0+1 Bl
i alors il n’existe pas

de chemin entre un élément u ∈ Bj0
i et pi, donc Gi n’est pas connexe.

– S’il n’existe pas d’arc (u, v) ∈ Ωϕ, u ∈ Bj0
i et v ∈

⋃ki

l=j0+1 Bl
i, alors le dernier

successeur w de u est numéroté après v avec w ∈
⋃ki

l=j0+1 Bl
i. Donc, (u, w) ∈ Ωϕ.

Pour i ∈ {1, · · · , K − 1} and l ∈ {i, · · · , K}, nous définissons une suite strictement
croissante uβ ∈ {1, · · · , kl} de α > 1 éléments comme suit :















u1 = 1
∀β ∈ {2, · · · , α}, uβ ∈ {uβ−1 + 1, · · · , kl} tel que
∃(v, w) ∈ Ωϕ(i−1) avec v ∈ B

uβ−1

l , w ∈ B
uβ

l

uα = kl

Soient (vβ), β ∈ {1, · · · , α} et (wβ), β ∈ {2, · · · , α + 1} des suites de sommets de
Vl ∪ {p} telles que :

– Pour tout β ∈ {1, · · · , α− 1}, (vβ, wβ+1) ∈ Ωϕ(i−1) avec vβ ∈ B
uβ

l , wβ+1 ∈ B
uβ+1

l

– vα = pi, wα+1 = p.
Selon le lemme 9, θk

l (ϕ
(i−1)) > 0 pour tout k ∈ {1, · · · , kl}, donc les suites (uβ), (vβ)

et (wβ) existent. Voir la figure 3.15 pour un exemple.
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Fig. 3.15 – Exemple de suites pour ϕ(i−1)

Pour plus de clarté, nous utilisons la notation suivante (voir figure 3.16) :
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∀i ∈ {1, · · · , K − 1}, ∀j ∈ {1, · · · , ki}, h
j
i := le premier sommet de Bj

i
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Fig. 3.16 – Illustration pour hj
i

Lemme 10. ∀i ∈ {1, · · · , K − 1}, DSC(ϕ(i), Gi)− DSC(ϕ(i−1), Gi) ≤ 0

Preuve Soit i ∈ {1, · · · , K − 1}

DSC(ϕ(i), Gi)−DSC(ϕ(i−1), Gi) =
∑

v∈Vi

(

DSC(ϕ(i), vi)− DSC(ϕ(i−1), vi)
)

(a) DSC(ϕ(i−1), pi) = ϕ(i−1)(p)− ϕ(i−1)(pi) ≥ 0

DSC(ϕ(i), pi) = ϕ(i)(p) − ϕ(i)(pi) =

K
∑

l=i+1

|Vl| puisque les sommets numérotés entre

ϕ(i)(pi) + 1 et ϕ(i)(p)− 1 dans ϕ(i) sont ceux de
K
⋃

l=i+1

Vl.

Donc, DSC(ϕ(i), pi)− DSC(ϕ(i−1), pi) ≤
K
∑

l=i+1

|Vl|.

(b) Soit (uβ), (vβ) et (wβ) les suites définies précédemment, avec l = i. On défi-
nit V (i) = {vβ, β ∈ {1, · · · , α}}. On définit aussi les ensembles suivants ∀β ∈
{1, · · · , α− 1}, ∀p ∈ {i + 1, · · · , K} :

Lβ,p = {m ∈ {1, · · · , kp}, ϕ
(i−1)(h

uβ

i ) < ϕ(i−1)(hm
p ) < ϕ(i−1)(h

uβ+1

i )}

Lα,p = {m ∈ {1, · · · , kp}, ϕ
(i−1)(huα

i ) < ϕ(i−1)(hm
p )}
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Fig. 3.17 – Exemple pour le lemme 10

Pour tout vβ ∈ V (i), on a :

DSC(ϕ(i), vβ)−DSC(ϕ(i−1), vβ) = −
K
∑

p=i+1

∑

m∈Lβ,p

|Bm
p |
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Donc :

∑

vβ∈V (i)

DSC(ϕ(i), vβ)− DSC(ϕ(i−1), vβ) = −
K
∑

p=i+1

α
∑

β=1

∑

m∈Lβ,p

|Bm
p |

Maintenant,

α
⋃

β=1

Lβ,p = {m ∈ {1, · · · , kp}, ϕ
(i−1)(h1

i ) < ϕ(i−1)(hm
p )}

Puisque tous les sommets de Vp, p ∈ {i + 1, · · · , K} sont numérotés par ϕ(i−1) après

B1
i , on a

α
⋃

β=1

Lβ,p = {1, · · · , kp} et :

∑

vβ∈V (i)

DSC(ϕ(i), vβ)−DSC(ϕ(i−1), vβ) = −
K
∑

p=i+1

kp
∑

m=1

|Bm
p |

= −
K
∑

p=i+1

|Vp|

(c) Finalement, pour tout sommet v ∈ Vi−{pi}−V (i) et pour tout w ∈ Γ+(v), ϕ(i)(w)−
ϕ(i)(v) ≤ ϕ(i−1)(w)− ϕ(i−1)(v). Par conséquent :

DSC(ϕ(i), v)− DSC(ϕ(i−1), v) ≤ 0

Ce qui nous amène au résultat escompté.

Lemme 11. Pour tout i ∈ {1, · · · , K − 1} et pour tout l ∈ {i + 1, · · · , K}, on a

DSC(ϕ(i−1), Gl)−DSC(ϕ(i), Gl) ≥
∑

j∈Ll

|Bj
i |,

où Ll est l’ensemble des indices j ∈ {2, · · · , ki} tels que l’ensemble Bj
i est numéroté dans

ϕ(i−1) après B1
l :

Ll = {j ∈ {2, · · · , ki}, ϕ
(i−1)(h1

l ) < ϕ(i−1)(hj
i )}

Preuve Soient (uβ), (vβ) et (wβ) les séquences définies précédemment, pour une
valeur donnée l ∈ {i + 1, · · · , K} et pour la numérotation ϕ(i−1). On définit V (l) =
{vβ, β ∈ {1, · · · , α}}. On définit aussi (voir figure 3.18) :

∀β ∈ {1, · · · , α− 1}, L′
β = {j ∈ {2, · · · , ki}, ϕ

(i−1)(h
uβ

l ) < ϕ(i−1)(hj
i ) < ϕ(i−1)(h

uβ+1

l )}

L′
α = {j ∈ {2, · · · , ki}, ϕ

(i−1)(huα

l ) < ϕ(i−1)(hj
i )}
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Fig. 3.18 – Exemple pour le lemme 11

(a) ∀β ∈ {1, · · · , α}, DSC(ϕ(i−1), vβ)− DSC(ϕ(i), vβ) =
∑

j∈L′
β
|Bj

i |.

Puisque Ll =
α
⋃

β=1

L′
β, on a :

α
∑

β=1

(

DSC(ϕ(i−1), vβ)−DSC(ϕ(i), vβ)
)

=
α
∑

β=1

∑

j∈L′
β

|Bj
i |

=
∑

j∈Ll

|Bj
i |

(b) Finalement, pour tout sommet v ∈ Vl − V (l) et pour tout w ∈ Γ+(v), ϕ(i)(w) −
ϕ(i)(v) ≤ ϕ(i−1)(w)− ϕ(i−1)(v). Par conséquent :

DSC(ϕ(i), v)− DSC(ϕ(i−1), v) ≤ 0

Ce qui nous permet de conclure.

Lemme 12. Pour tout i ∈ {1, · · · , K − 1},

DSC(ϕ(i), Gi+1)− DSC(ϕ(i−1), Gi+1) ≤ ϕ(i−1)(si+1)− ϕ(i)(si+1)

Preuve
– ϕ(i)(si+1) = ϕ(i)(si) + |Vi|
– ϕ(i−1)(si+1) = ϕ(i−1)(si) + |B1

i | = ϕ(i)(si) + |B1
i |

Donc :
ϕ(i−1)(si+1)− ϕ(i)(si+1) = |B1

i | − |Vi|

De plus, Li+1 = {j ∈ {2, · · · , ki}, ϕ(i−1)(h1
i+1) < ϕ(i−1)(hj

i )} = {2, · · · , ki}.

Donc,
∑

j∈Li+1

|Bj
i | = |Vi| − |B

1
i |, et on obtient le résultat voulu en rappelant le lemme 11.

Théorème 3.2.4 (Dominance des numérotations par blocs). Soit G ∈ r-2TSPG
le résultat de la composition de K graphes Gi ∈ r-2TSPG, ∀i ∈ {1, · · · , K}, et soit ϕ
une numérotation de G. Il est possible de construire une numérotation par blocs de coût
moindre :

DSC(ϕ′, G) ≤ DSC(ϕ, G)
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Preuve Dans ce qui précède nous avons présenté une suite de transformations qui,
à partir d’une numérotation ϕ = ϕ(0), conduit à une numérotation par blocs ϕ(K−1). Les
lemmes 7, 8, 10, 12 montrent qu’à chaque étape i ∈ {1, · · · , K − 1}, on a :

DSC(ϕ(i), G)−DSC(ϕ(i−1), G) = DSC(ϕ(i), s)−DSC(ϕ(i−1), s)

+ DSC(ϕ(i), Gi)− DSC(ϕ(i−1), Gi)

+ DSC(ϕ(i), Gi+1)− DSC(ϕ(i−1), Gi+1)

+

k
∑

l=i+2

DSC(ϕ(i), Gl)− DSC(ϕ(i−1), Gl)

≤ 0

Par conséquent, DSC(ϕ(K−1), G) ≤ DSC(ϕ(0), G), ce qui nous amène au résultat voulu.

Numérotation par blocs optimale

Dans ce qui suit, nous montrons comment calculer une numérotation optimale en temps
polynomial. Dans un premier temps, nous montrons que dans le cas des compositions
parallèles binaires, le coût ne dépend pas de l’ordre de numérotation des blocs. Ensuite,
nous montrons comment le problème de la composition n-aire peut être ramené à un
problème d’ordonnancement polynomial connu.

Composition binaire On considère maintenant que G est le résultat de la composition
parallèle de G1 = (V1, A1) et G2 = (V2, A2).

Théorème 3.2.5. Soit ϕ1 la numérotation par blocs telle que V1 est numéroté avant V2,
et soit ϕ2 l’autre numérotation (voir figure 3.19). Si les deux numérotations vérifient :

∀(x, y) ∈ V1 × V1, ϕ1(x) < ϕ1(y)⇔ ϕ2(x) < ϕ2(y)

∀(x, y) ∈ V2 × V2, ϕ1(x) < ϕ1(y)⇔ ϕ2(x) < ϕ2(y)

s

s

p

p

V1 V2

V1V2

ϕ1

ϕ2

Fig. 3.19 – Numérotations pour le théorème 3.2.5
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Alors :
DSC(ϕ1, G) = DSC(ϕ2, G)

.

Preuve ∀u ∈ {V1 ∪ V2} − {p1, p2} , DSC(ϕ1, u) = DSC(ϕ2, u), ainsi :

DSC(ϕ1, G1)− DSC(ϕ2, G1) = DSC(ϕ1, p1)−DSC(ϕ2, p1) = |V2|, et

DSC(ϕ1, G2)− DSC(ϕ2, G2) = DSC(ϕ1, p2)−DSC(ϕ2, p2) = −|V1|

De plus, DSC(ϕ1, s) = |V1|+ 1 et DSC(ϕ2, s) = |V2|+ 1. Donc,

DSC(ϕ1, G)− DSC(ϕ2, G) = DSC(ϕ1, s)− DSC(ϕ2, s)

+ DSC(ϕ1, G1)− DSC(ϕ2, G1)

+ DSC(ϕ1, G2)− DSC(ϕ2, G2)

= |V1|+ 1− |V2| − 1 + |V2| − |V1| = 0

Théorème 3.2.6. Une numérotation optimale peut être trouvée en temps constant (au
niveau des blocs) si G est construit à l’aide de composition binaires.

Preuve Le théorème 3.2.4 prouve la dominance des numérotations par blocs. De
plus, le théorème 3.2.5 prouve que l’ordre de parcours des blocs n’a pas d’importance. On
conclut que l’algorithme nécessite O(1) opérations.

Composition n-aire On considère maintenant G = (V, A), la composition parallèle
de K graphes Gi = (Vi, Ai), i ∈ {1, · · · , K}. Par le théorème de dominance (3.2.4) on
restreint l’ensemble des numérotations possibles de G aux numérotations par blocs telles
que ∀(u, v) ∈ Vi × Vi, ϕi(u) < ϕi(v)⇒ ϕ(u) < ϕ(v), où ϕi est une numérotation optimale
de Gi, i ∈ {1, · · · , K}. Par conséquent, on considèrera à partir de maintenant (pour des
raisons de clarté) seulement des fonctions d’étiquetage de blocs. Une fonction d’éti-
quetage de blocs (c’est à dire ici de sous-graphes Gi)Nϕ est définie pour une numérotation
ϕ de telle manière que pour tout i ∈ {1, · · · , K}, Nϕ(i) est l’indice du sous-graphe placé
en i-ème position dans ϕ. La fonction réciproque N −1

ϕ (i) représente alors la place de Gi

dans ϕ. Un exemple est illustré en figure 3.20. Pour plus de clarté, et quand il n’y aura
pas d’ambiguïté, nous écrirons N à la place de Nϕ, et nous appellerons N numérotation
par un léger abus de langage.

∀(i, j) ∈ {1, · · · , K}2,N−1(i) < N−1(j)⇔ ∀(u, v) ∈ Vi × Vj, ϕ(u) < ϕ(v).

La notation DSC(N , G) (resp. DSC(N , u)) représente le coût de la numérotation N
pour G (resp. u ∈ V ).
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psϕ V2 V3 V1 V4

(a) Numérotation

i 1 2 3 4
Nϕ(i) 2 3 1 4

(b) Fonction d’étique-
tage de blocs corres-
pondante

Fig. 3.20 – Exemple de fonction d’étiquetage de blocs

DSC(N , G) = DSC(N , s) +

K
∑

i=1

DSC(N , Gi)

= DSC(N , s) +
K
∑

i=1

[
∑

u∈Vi−{pi}

DSC(N , u) + DSC(N , pi)]

Lemme 13.
∑K

i=1

∑

u∈Vi−{pi}
DSC(N , u) ne dépend pas de N .

Preuve Puisque G ∈ r-2TSPG, pour tout arc (u, v), u ∈ Vi−{pi}, v ∈ V on a en fait
v ∈ Vi.

L’objectif devient maintenant de trouver N ? vérifiant :

DSC′(N ?, G) = min
N

(DSC(N , s) +

K
∑

i=1

DSC(N , pi))

Nous prouvons dans la suite que ce problème peut se ramener à un problème d’ordon-
nancement connu.

Lemme 14. ∀i, DSC(N , pi) = ϕ(p)− ϕ(pi) = (
∑

j>i |VN (j)|) + 1.

Preuve Pour tout i, pi n’a qu’un successeur (p). De plus, les sommets numérotés
entre pi et p sont exactement ceux de

⋃

j>i VN (j).

Lemme 15. DSC(N , s) =
∑K

j=1 |Vj| − |VN (K)|+ 1.

Preuve Le dernier successeur de s est le sommet source de GN (K).
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Donc, par les lemmes 14 et 15 :

DSC(N , s) +

K
∑

i=1

DSC(N , pi) =

K
∑

j=1

|Vj| − |VN (K)|+ 1 +

K−1
∑

i=1

(

K
∑

j=i+1

|VN (j)|+ 1)

=

K
∑

j=1

|Vj|+
K−2
∑

i=1

K
∑

j=i+1

|VN (j)|+
K−1
∑

i=1

1 + 1

=
K
∑

j=1

|Vj|+
K−2
∑

i=1

K−1
∑

j=i+1

|VN (j)|+
K−2
∑

i=1

|VN (K)|

+ (

K−1
∑

i=1

1) + 1

– Le premier terme ne dépend pas de N ,
– Le second terme sera exprimé dans la suite comme le critère d’un problème d’or-

donnancement,
– Le troisième terme dépend du dernier sous-graphe (VN (K)),
– Les derniers termes sont constants.

Pour pouvoir minimiser
∑K−2

i=1

∑K

j=i+1 |VN (j)|, nous considérons le problème d’ordon-
nancement suivant :

Problème: 1||
∑

Cj

Instance: Soient Tj, 1 ≤ j ≤ Q, Q tâches de durée Lj, et 1 processeur.

Question: Si Cj est la date de fin de la tâche Tj, j ∈ {1, · · · , Q}, construire un ordon-

nancement minimisant
∑Q

j=1 Cj.

Le théorème 3.2.7 montre que ce problème est simple :

Théorème 3.2.7.
∑Q

j=1 Cj peut être minimisée en temps polynomial [Smi56], [Bak74].

Soit I une instance de minDSC associée à la composition parallèle de K sous-graphes
Gi, i ∈ {1, · · · , K}, dont les numérotations optimales ϕi, i ∈ {1, · · · , K} sont données.
nous nous intéressons aux numérotations telles que N (K) = i0, i0 ∈ {1, · · · , K}. L’ins-
tance correspondante du problème d’ordonnancement est donnée par Q = K − 1 tâches
de durées Lj = |Vj|, j ∈ {1, · · · , K} − {i0}.
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minDSC

1||
∑

Cj

ϕ(p) − ϕ(pN (i))

pN (i)VN (i)s pVN (1) VN (K−1)

TM(K−1)

Vi0

TM(1) TM(K−i)

CM(K−i)

Fig. 3.21 – Réduction de r-2TSPG-minDSC à 1||
∑

Cj

A N : {1, · · · , K} → {1, · · · , K}, nous associons une numérotationM : {1, · · · , K−
1} → {1, · · · , K} − {i0} au problème d’ordonnancement définie comme suit :

M(i) = N (K − i), ∀i ∈ {1, · · · , K − 1}

La fonction d’étiquetage de tâches M correspond à l’inverse de la numérotation de
graphe N (voir figure 3.21). Pour un étiquetage de tâches donnéM, les valeurs Cj repré-
sentent les dates de fin des tâches correspondantes.

Lemme 16.

K−1
∑

j=1

K−1
∑

l=j+1

LN (j) =

K−1
∑

j=1

Cj −
K−1
∑

j=1

LN (j)

Preuve Tout d’abord, nous déterminons les valeurs des Cj.

CM(j) =

j
∑

i=1

LM(i) ⇔ Cj =

M−1(j)
∑

i=1

LM(i)

⇔ Cj =

M−1(j)
∑

i=1

LN (K−i)

Soit l = K − i, donc puisque K −M−1(j) = N−1(j)

⇔ Cj =
K−1
∑

l=N−1(j)

LN (l)
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K−1
∑

j=1

Cj =

K−1
∑

j=1

K−1
∑

l=N−1(j)

LN (l)

=

K−1
∑

j=1

K−1
∑

l=j

LN (l) car N−1(j) parcourt 1· · ·K − 1

=
K−1
∑

j=1

(

K−1
∑

l=j+1

LN (l) + LN (j)

)

⇔
K−1
∑

j=1

K−1
∑

l=j+1

LN (l) =

K−1
∑

j=1

(

Cj − LN (j)

)

=

K−1
∑

j=1

Cj −
K−1
∑

j=1

LN (j)

Lemme 17. La minimisation de
∑K−1

j=1

∑K−1
l=j+1 LN (l) telle que N (K) = i0 peut être réa-

lisée en temps polynomial.

Preuve
∑K−1

j=1 LN (j) est constante, donc le théorème 3.2.7 nous permet de conclure.

Théorème 3.2.8. Le score minimal pour DSC peut être atteint en O(K2×log(K)) opera-
tions, où K est le nombre maximal de graphes composés en parallèle pour la construction
de G.

Preuve Minimiser
∑K−1

i=1

∑K−1
j>i LN (j) +

∑K−1
i=1 LN (K) conduit à un DSC(ϕ, G) opti-

mal. Comme on l’a vu dans le lemme 16,
∑K−1

i=1 LN (K) peut prendre K valeurs différentes,
selon le dernier bloc i0/N (K) = i0. De plus, pour chacune de ces cas une numérotation op-
timale N ?

i0
for
∑K−1

i=1

∑K−1
j>i LN (j) peut être atteinte en temps polynomial (théorème 3.2.7).

L’algorithme pour notre problèmes consiste alors à rechercher la meilleure parmi K nu-
mérotation. Par conséquent, le nombre d’opérations réalisées est O(K2 × log(K)).

Extension du résultat

Afin de tenter de relâcher les hypothèses, nous avons essayé d’étudier la dominance
des numérotations par blocs dans les classes 2TSP et SP. Ces travaux ont mené à deux
contre-exemples, comme montré en figures 3.22 et 3.23.

3.2.4 Ordres intervalles

Les ordres intervalles consituent une classe très étudiée en théorie des graphes [Gol04],
car ils sont reliés aux graphes parfaits. Dans le cadre de nos travaux, l’intérêt de cette
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Fig. 3.22 – Contre exemple pour les graphes 2-terminaux DSC(ϕ) = 18 > DSC(ϕ′) = 17
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G1

ϕ

ϕ′

Fig. 3.23 – Contre exemple pour les graphes SP DSC(ϕ) = 14 > DSC(ϕ′) = 13

structure (pour la version orientée) est que les durées de vie des variables lors de l’exécution
d’un programme peuvent être vues comme une famille partiellement ordonnée de la droite
réelle. Dans cette partie, nous montrons que le problème minDSC peut être résolu en temps
polynomial si G est un ordre intervalles.

Définition et propriétés des ordres intervalles

Définition 8 (ordre intervalles). Soit I = (Ik)k=1···n une famille d’intervalles de IR de
la forme Ik = [débutk, fink]. L’ordre intervalles G = (V, A) associé à I est un graphe
orienté construit de la façon suivante :

– A chaque intervalle Ik de I, k ∈ {1, · · · , n}, on associe de façon bijective un sommet
vk de G,

– A chaque couple d’intervalles (Ij, Ik) ∈ I × I, on associe de façon bijective un arc
(vj, vk) si finj < débutk.

Un exemple d’ordre intervalles est montré en figure 3.24.
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1
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Fig. 3.24 – Exemple d’ordre intervalles

x y

Γ+(x)
Γ+(y)

Fig. 3.25 – Exemple pour le corollaire 3

Soit G = (V, A) un ordre intervalles. Pour tout sommet v ∈ V , on note Γ+(v) =
{u ∈ V, (v, u) ∈ A}, et δ+(v) = |Γ+(v)| son degré sortant. Soit ϕ une numérotation des
sommets de G. On note finalement DSC(ϕ) le coût de ϕ au sens de DSC.

Propriété 3 (ordre intervalles [PY79]). Si G est un ordre intervalles, alors pour
tout couple (x, y) ∈ V × V , on a soit Γ+(x) ⊆ Γ+(y), soit Γ+(y) ⊆ Γ+(x).

Corollaire 3. Si (x, y) ∈ A, alors Γ+(y) ⊂ Γ+(x).

Preuve L’inclusion opposée est impossible car y /∈ Γ+(y) (voir figure 3.25).

Définition 9. On appelle sommet puits tout sommet x ∈ V tel que δ+(x) = 0. On note
S l’ensemble des sommets puits de G.

Les sommets puits du graphe de la figure 3.24 sont mis en valeur en figure 3.26.

Lemme 18. Soit x ∈ V − S. Alors il existe un sommet puits s tel que (x, s) ∈ A.
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3
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1
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S
V − S

Fig. 3.26 – Sommets puits du graphe de la figure 3.24

x y z ∈ S

Γ+(y) Γ+(x)

Fig. 3.27 – Exemple pour le lemme 19

Preuve Par contradiction, soit x ∈ V − S le dernier sommet (i.e. maximal au sens
de ϕ) ne vérifiant pas le lemme. Soit y ∈ Γ+(x). Si y ∈ S, le lemme est prouvé. Sinon, on
sait par maximalité de ϕ(x) qu’il existe z ∈ S tel que (y, z) ∈ A. Comme G est un ordre
intervalles, on sait que Γ+(y) ⊆ Γ+(x). Par conséquent, on a que z ∈ Γ+(x).

Lemme 19. Soit x ∈ V − S, et soit y ∈ Γ+(x) tel que ϕ(y) = maxu∈Γ+(x) ϕ(u) (y est le
dernier successeur de x au sens de ϕ). Alors y ∈ S.

Preuve Soit x ∈ V − S le dernier sommet (i.e. maximal au sens de ϕ) ne vérifiant
pas le lemme. y /∈ S par hypothèse sur x. Soit alors z le dernier successeur de y (voir
figure 3.27). Par maximalité de ϕ(x), on sait que z ∈ S.

– Si z ∈ Γ+(x) ∩ S, alors ϕ(z) > ϕ(y), ce qui est impossible par construction de y.
– z ∈ S − Γ+(x) n’est pas possible non plus car alors on a une autre contradiction.

En effet, z ∈ Γ+(y) ⊂ Γ+(x) (d’après le corollaire 3).

Proposition 1. Pour tout couple (x, y) ∈ S, on a soit Γ−(x) ⊆ Γ−(y), soit Γ−(y) ⊆
Γ−(x).
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y

z

t

x

Γ−(y)

Γ−(x)

Fig. 3.28 – Exemple pour la preuve de la proposition 1

Preuve Supposons qu’il existe 2 sommets puits (x, y) ∈ S tels que Γ−(x) 6⊆ Γ−(y)
et Γ−(y) 6⊆ Γ−(x). Alors ∃z ∈ Γ−(x) − Γ−(y). On a alors x ∈ Γ+(z) et y /∈ Γ+(z). On
a aussi ∃t ∈ Γ−(y) − Γ−(x). On a alors y ∈ Γ+(t) et x /∈ Γ+(t) (voir figure 3.28). Par
conséquent, on a que x ∈ Γ+(z)−Γ+(t), donc Γ+(z) 6⊆ Γ+(t). Le même raisonnement sur
y nous donne Γ+(t) 6⊆ Γ+(z). La propriété 3 fondamentale des ordres intervalles est donc
contredite.

Soit (s1, s2) ∈ S × S. On note :

s1 ≡ s2 ⇔ Γ−(s1) = Γ−(s2)

≡ est une relation d’équivalence. On obtient donc une partition de S d’après les classes
d’équivalence pour ≡ : S ′ ⊂ S est une classe d’équivalence pour ≡ si pour tout (u, v) ∈
S ′2, on a u ≡ v. On note (Si)i=1···σ les classes, et la partition devient :

S =

σ
⋃

i=1

Si, Si ∩ Sj = ∅, ∀i 6= j

Pour tout sommet puits s, on note {s} sa classe d’équivalence. Par exemple, pour la
figure 3.24, on a S1 = {5} et S2 = {6} .

Définition 10 (Rang d’une partie de S). Soit S ′ ⊂ S, alors on note :

rang(S ′) := |Γ−(S ′)|,

où |Γ−(S ′)| := |
⋃

s∈S′

Γ−(s)|.

Lemme 20. Soient S1, S2 2 classes d’équivalence de S pour la relation ≡. Alors :

(i)rang(S1) = rang(S2)⇔ (ii)S1 = S2

Preuve
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(ii) =⇒ (i) Trivial

(i) =⇒ (ii) Soit s1 ∈ S1 et s2 ∈ S2. Alors par la proposition 1, on a soit Γ−(s1) ⊆ Γ−(s2),
soit Γ−(s2) ⊆ Γ−(s1). Comme rang(S1) = rang(S2), alors on a |Γ−(S1)| = |Γ−(S2)|,
donc |Γ−(s1)| = |Γ−(s2)|. Par conséquent, s1 et s2 sont dans la même classe, donc
S1 = S2.

On définit maintenant la relation suivante :

S1 � S2 ⇔ rang(S1) ≤ rang(S2)

Le lemme qui suit montre que l’ensemble ((Si)i∈{1,··· ,δ},�) est totalement ordonné.

Lemme 21. La famille (Si)i=1···σ (l’espace quotient de S pour la relation ≡) est totalement
ordonnée. De plus, si deux classes S1 et S2 vérifient S1 � §2, alors on a Γ−(S1) ⊆ Γ−(S2).

Preuve On montre d’abord que � est une relation d’ordre.
(a) Réflexivité, transitivité : ces propriétés sont triviales,
(b) Antisymétrie : l’antisymétrie est déduite du lemme 20.
Ensuite, soient s1 ∈ S1 et s2 ∈ S2. Par définition des classes, |Γ−(s1)| ≤ |Γ−(s2)|. On

déduit de la proposition 1 que Γ−(s1) ⊆ Γ−(s2), et donc Γ−(S1) ⊆ Γ−(S2).

Corollaire 4. Il existe un sommet puits s tel que Γ−(s) = V − S.

Preuve Soit Sδ la classe de S de rang maximal, et s un sommet de Sδ. Par le lemme 21,
pour toute classe Si de S , on a rang(Si) � rang(Sδ), et donc Γ−(Si) ⊆ Γ−(Sδ). Ainsi,
Γ−(Sδ) = Γ−(S) = V − S, et tout sommet s ∈ Sδ vérifie donc le corollaire.

Algorithme polynômial pour la résolution de minDSC

Soit G = (V, A), un ordre intervalles, et soit l = |S|, où S désigne l’ensemble des
sommets puits de G. On note ceux-ci s1 · · · sl, de façon à ce que {s1} � {s2} � · · · � {sl}.
On sait par le corollaire 4 que Γ−(sl) = V −S. Par conséquent, tout ordre ϕ vérifiera que
si ϕ(x) > ϕ(sl) alors x ∈ S. On adoptera alors la notation suivante :

Λϕ := {x ∈ S, ϕ(x) ≥ ϕ(sl)}

On dira que Λϕ est trié selon les degrés entrants décroissants si ∀(x, y) ∈ Λϕ ×
Λϕ, ϕ(x) ≤ ϕ(y)⇔ {x} � {y}
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Fig. 3.29 – Transformation de ϕ′ à ϕ pour le lemme 22

Lemme 22. Soit ϕ un ordre. Soit ϕ′ l’ordre obtenu en posant d’une part ϕ(x) = ϕ′(x)∀x /∈
Λϕ, et d’autre part en triant Λϕ selon les degrés entrants décroissants. Alors :

DSC(ϕ′) ≤ DSC(ϕ)

Preuve Soit ϕ un ordre. Soit si le premier sommet de Λϕ tel que {si} � {sj}, où sj

est le sommet suivant si dans ϕ (i.e. sj = ϕ−1(ϕ(si)+1)). Soit ϕ′ l’ordre obtenu à partir de
ϕ en inversant si et sj (voir figure 3.29). On se propose de montrer que DSC(ϕ′) ≤ DSC(ϕ).

DSC(ϕ, G)− DSC(ϕ′, G) =
∑

u∈V −S

DSC(ϕ, u)−
∑

u∈V −S

DSC(ϕ′, u)

=
∑

u∈Γ−(sj)

DSC(ϕ, u)−
∑

u∈Γ−(sj)

DSC(ϕ′, u)

En effet, pour tout sommet u ∈ V −S−Γ−(sj), la position de son dernier successeur n’est
pas modifiée, car {si} � {sj} implique par définition et par le lemme 21 que Γ−(si) ⊆
Γ−(sj). Si u ∈ Γ−(sj), on a alors 3 cas :

(a) Si le dernier successeur y de u pour ϕ est tel que ϕ(y) > ϕ(sj), alors DSC(ϕ′, u) =
DSC(ϕ, u),

(b) Sinon, si u ∈ Γ−(sj)−Γ−(si), alors sj est le dernier successeur de u pour ϕ (sinon
le cas précédent aurait été vérifié), et donc DSC(ϕ′, u) = DSC(ϕ, u)− 1,

(c) Enfin, si u ∈ Γ−(si) ⊂ Γ−(sj), le dernier successeur de u pour ϕ est sj, et le dernier
successeur de u pour ϕ′ est si. Comme ϕ(sj) = ϕ′(si), on a DSC(ϕ′, u) = DSC(ϕ, u).

Lemme 23. Les ordres ϕ tels que :
(i) Λϕ est trié selon les degrés entrants décroissants,
(ii) et Λϕ = S

sont dominants.

Preuve Soit ϕ′′ un ordre. Le lemme 22 nous permet de construire un ordre ϕ′ tel que
DSC(ϕ′) ≤ DSC(ϕ′′) et que Λϕ′ est trié selon les degrés entrants décroissants. Dans le cas
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Fig. 3.30 – Transformation de ϕ′ à ϕ pour le lemme 23

où Λϕ 6= S, Nous nous proposons de construire un ordre ϕ tel que DSC(ϕ) ≤ DSC(ϕ′) et
|Λϕ| = |Λϕ′|+ 1.

Soit sk le sommet de S maximal pour la numérotation ϕ′ et tel que sk /∈ Λϕ′. On
construit la numérotation ϕ à partir de ϕ′ en réalisant l’opération suivante (voir fi-
gure 3.30) : on insère sk dans Λϕ′ à sa place (i.e. en respectant l’ordre) pour construire Λϕ′.
Les autres éléments ne sont pas modifiés. Les seuls sommets dont le coût est susceptible
d’être modifié sont les sommets de V − S.

DSC(ϕ)− DSC(ϕ′) =
∑

u∈V −S

DSC(ϕ, u)−
∑

u∈V −S

DSC(ϕ′, u)

Soit u ∈ V − S, et soit v′ le dernier successeur de u pour ϕ′. Par le corollaire 4,
u ∈ Γ−(sl), donc ϕ(v′) ≥ ϕ(sl), et v′ ∈ Λϕ′ . Soit alors v le dernier successeur de u pour
ϕ. Comme précédemment, v ∈ Λϕ.

Si δ−(v′) < δ−(sk), alors d’une part par le lemme 21, et d’autre part par la définition
des classes d’équivalence, on a u ∈ Γ−(v′) ⊆ Γ−(sk). Donc ϕ(sk) < ϕ(v′), et v = v′.
Comme ϕ(u) < ϕ(sk) < ϕ(v) et ϕ′(u) < ϕ′(sk) < ϕ′(v), le coût de u n’est donc pas
modifié.

Sinon, δ−(v′) ≥ δ−(sk) =⇒ ϕ(v′) ≤ ϕ(sk), et :

(i) Si v = v′, alors ϕ′(v) ≥ ϕ(v), et donc DSC(ϕ′, u)− DSC(ϕ, u) ≥ 0,
(ii) Si v 6= v′, alors v = sk car δ−(v′) ≥ δ−(sk). Soit alors sr le sommet de Λϕ tel

que ϕ(sr) + 1 = ϕ(sk) (i.e. numéroté juste avant dans ϕ) (voir figure 3.31). Alors
Γ−(sk) ⊂ Γ−(sr), et donc u ∈ Γ−(sr).
On en déduit que v′ = sr. Comme de plus ϕ(sk) = ϕ′(sr), DSC(ϕ′, u) = DSC(ϕ, u).

Lemme 24. Soit ϕ un ordre tel que Λϕ = S. Soit ϕ′ un ordre vérifiant ∀x ∈ S, ϕ′(x) =
ϕ(x), ainsi que Λϕ′ = Λϕ = S. Alors DSC(ϕ) = DSC(ϕ′).
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Fig. 3.31 – Modification du coût de u pour le lemme 23

Preuve Pour tout v ∈ V − S, d’après le lemme 19, son dernier successeur est dans
S. De plus, par définition de ϕ et ϕ′, ce dernier successeur est numéroté à la même place
par ϕ et ϕ′. On le note sv. On a alors :

DSC(ϕ) =
∑

v∈V −S

(ϕ(sv)− ϕ(v)) ,

et DSC(ϕ′) =
∑

v∈V −S

(ϕ′(sv)− ϕ′(v))

Par conséquent, DSC(ϕ)− DSC(ϕ′) =
∑

v∈V −S

ϕ′(v)−
∑

v∈V −S

ϕ(v)

Comme Λϕ = Λϕ′ = S, et comme ϕ et ϕ′ sont des bijections, les termes des deux
sommes sont les valeurs de {1, · · · , |V − S|}, à l’ordre près. Donc par commutativité de

l’addition on a
∑

v∈V −S

ϕ′(v) =
∑

v∈V −S

ϕ(v), et DSC(ϕ) = DSC(ϕ′).

Théorème 3.2.9. Soit G = (V, A) un ordre intervalles orienté. Une numérotation opti-
male au sens du score DSC peut être atteinte en un nombre polynomial d’opérations.

Preuve L’algorithme consiste simplement à trier les sommets de S selon leur degré
entrant décroissant (lemme 23). Les autres sommets peuvent être numérotés selon un
ordre topologique quelconque (lemme 24).
Dans le cas du graphe de la figure 3.24, les sommets de S sont 5 et 6, de degrés entrants
respectifs 2 et 4. On peut donc calculer une numérotation minimisant le score DSC comme
illustré en figure 3.32 (seuls les arcs vers le dernier successeur de chaque sommet sont
représentés). Le score obtenu est de 13.

3.3 Conclusion

Nous avons montré que la minimisation des deux scores UCS et DSC est un problème
difficile dès les graphes de profondeur 2 (3.1). Nous avons cependant montré quatre classes
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Fig. 3.32 – Une numérotation optimale du graphe de la figure 3.24

de graphes pour lesquelles le problème peut être résolu par des algorithmes nécessitant un
nombre polynomial d’opérations (3.2). Dans le chapitre suivant, nous allons montrer com-
ment l’étude de ces cas théoriques nous a permis d’obtenir des heuristiques performantes
dans des cas réels.

Les principaux axes de recherche en cours concernent la complexité du problème pour
les classes de graphes série-parallèles pour lesquelles les propriétés de composition ne sont
pas exploitables telles quelles. Il existe aussi d’autres classes susceptibles de mener à des
résultats intéressants. C’est le cas de la classe des ordres quasi-intervalles [Mou03], qui
contient à la fois les ordres intervalles et une certaine classe de graphes série-parallèles.

D’autre part, nous voulons aussi étendre les résultats de polynomialité qui ne l’ont pas
encore été au problème minUCS.

Le dernier point que nous nous proposons d’explorer concerne la description hiérar-
chique des systèmes. Nous voulons chercher des méthodes hybrides, permettant de nu-
méroter des graphes décrits hiérachiquement avec des méthodes variant selon le niveau
d’abstraction de leur décomposition.
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Chapitre 4

Résultats expérimentaux

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats d’expériences. Tout d’abord (sec-
tion 4.1), nous montrons les heuristiques qui ont été élaborées et implémentées. Dans un
second temps (section 4.2), nous présentons le protocole opératoire qui a été implémenté
pour mettre en œuvre différentes expériences. Finalement, nous montrons en section 4.3
la comparaison du score DSC d’un graphe avec le temps d’exécution du programme cor-
respondant. Cette série d’expériences est destinée à montrer la pertinence de nos modèles
par rapport à une exécution dans un environnement réel. Finalement, nous montrons
le comportement des heuristiques que nous avons élaborées par rapport à celle qui est
actuellement utilisée (une numérotation aléatoire). Les résultats sont positifs, puisqu’on
constate à la fin que des baisses de temps d’exécution de 20% peuvent être atteintes.

4.1 Heuristiques

Cette section est destinée à montrer au travers d’un exemple les différentes stratégies
permettant de numéroter un graphe orienté sans circuit. Après avoir présenté les méthodes
les plus simples, nous montrons deux méthodes spécialement élaborées pour minimiser les
critères DSC et UCS. En guise d’exemple, une numérotation du graphe de la figure 4.1
est calculée pour chaque heuristique.

4.1.1 Heuristique Random

Les heuristiques actuellement utilisées dans des simulateurs comme CASS [Hom01]
reposent sur un ordre topologique aléatoire du graphe de précédence. A chaque étape i,
l’algorithme, dont une implémentation possible est présentée dans le tableau 4.1, numérote
un sommet choisi aléatoirement parmi l’ensemble des candidats L(i), ensemble composé
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Fig. 4.1 – Exemple de graphe pour les différents algorithmes de numérotation

Algorithme orderRANDOM :
Entrée : Un graphe G
Sortie : ϕ une numérotation de G
i← 1
L(i)← {les sommets sans prédécesseurs de G}
Tant que L(i) 6= ∅

Choisir u aléatoirement dans L(i)
ϕ(u)← i
P ←les successeurs de u dont tous les prédécesseurs

ont déjà été numérotés
(L(i + 1)← L(i)\{u}) ∪ P
i← i + 1

fintantque
finalgo

Tab. 4.1 – Heuristique RANDOM

des sommets dont tous les prédécesseurs ont déjà été numérotés.

4.1.2 Parcours en largeur et en profondeur

Les stratégies les plus simples pour améliorer cette méthode selon le critère à optimiser
consistent, lors de chaque étape, à orienter le choix du sommet à numéroter. Si on note
S l’ensemble des sommets sources

S := {u ∈ V, Γ−(u) = ∅},

pour tout sommet u ∈ V , le niveau de V est défini comme le nombre d’arcs d’un plus
long chemin de S à u. Une stratégie de parcours en profondeur, qui est équivalent dans
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Fig. 4.2 – Evolution des candidats pour la numérotation Random du graphe de la fi-
gure 4.1

Algorithme orderFIFO :
Entrée : Un graphe G
Sortie : ϕ une numérotation de G
i← 1
L(i)← {les sommets sans prédécesseurs de G}
Tant que L(i) 6= ∅

Choisir u aléatoirement parmi les sommets
de plus faible niveau dans L(i)
ϕ(u)← i
P ←les successeurs de u dont tous les prédécesseurs

ont déjà été numérotés
(L(i + 1)← L(i)\{u}) ∪ P
i← i + 1

fintantque
finalgo

Tab. 4.2 – Heuristique FIFO

notre cas à un algorithme LIFO (resp. en largeur, ou FIFO) consiste à chaque étape à
choisir parmi les candidats un sommet de niveau maximum (resp. minimum).

Nous avons testé ces stratégies contre une numérotation aléatoire, sans améliorer de fa-
çon significative les scores (voir figure 4.8). Ce constat nous a mené à développer plusieurs
heuristiques destinées à prendre encore mieux en compte la structuture de nos modèles,
leur point commun étant que, dans tous les cas, un sommet ne doit pas être numéroté
trop longtemps après la numérotation de ses prédécesseurs.
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Fig. 4.3 – Evolution des candidats pour la numérotation FIFO du graphe de la figure 4.1

Algorithme orderLIFO :
Entrée : Un graphe G
Sortie : ϕ une numérotation de G
i← 1
L(i)← {les sommets sans prédécesseurs de G}
Tant que L(i) 6= ∅

Choisir u aléatoirement parmi les sommets
de plus haut niveau dans L(i)
ϕ(u)← i
P ←les successeurs de u dont tous les prédécesseurs

ont déjà été numérotés
(L(i + 1)← L(i)\{u}) ∪ P
i← i + 1

fintantque
finalgo

Tab. 4.3 – Heuristique LIFO

4.1.3 Heuristique HNU

Pour cette nouvelle heuristique, appelée Heuristique de numérotation urgente (HNU),
l’ensemble L(i) des candidats à l’étape i ∈ {1, · · · , n} est composé de sommets dont la
numérotation est urgente. Cette notion est bien évidemment très subjective, mais l’idée
sous-jacente est qu’à chaque étape on choisit parmi les candidats un sommet qu’on veut
numéroter. Quand ce n’est pas possible, tous ses prédécesseurs non encore numérotés
deviennent des candidats, et leur numérotation devient urgente. La différence avec les
heuristiques présentées ci-dessus réside en effet dans le fait que les candidats ne sont pas
forcément des sommets dont tous les prédécesseurs ont déjà été numérotés. Un exemple
d’exécution de cette heuristique est montré en figure 4.5, et l’algorithme détaillé est pré-
senté au tableau 4.4.

L’ensemble des candidats est initialisé avec un sommet sans prédécesseur. L’algorithme
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Fig. 4.4 – Evolution des candidats pour la numérotation LIFO du graphe de la figure 4.1

Algorithme orderHNU :
Entrée : Un graphe G
Sortie : ϕ une numérotation de G
i← 1
L(i)← un sommet sans prédécesseur
Tant que L(i) 6= ∅

P ← les prédécesseurs des sommets de L(i)
qui n’ont pas encore été numérotés

si P = ∅
ϕ(u)← i
i← i + 1
(L(i)← L(i− 1)− {u}) ∪ Γ+(u)

sinon
L(i)← L(i) ∪ P

finsi
fintantque
finalgo

Tab. 4.4 – Heuristique HNU

termine car G est supposé connexe. Le second cas est traité au plus n−1 fois car il ajoute
au moins un sommet à la liste des candidats. De plus, à chaque itération les prédécesseurs
du sommet choisi sont parcourus, donc le nombre d’opérations est au plus O(nm). Pour
des applications pratiques, le degré des sommets est borné, ce qui mène à une complexité
de O(n2).

4.1.4 Heuristique ITC

Nous avons aussi développé des heuristiques ayant la propriété d’atteindre des numéro-
tations optimales pour certaines classes de graphes [BMKS03]. Par exemple, l’algorithme
montré au tableau 4.5 est optimal pour les anti-arborescences (ITC, pour InTree Com-
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Fig. 4.5 – Evolution des candidats pour la numérotation HNU du graphe de la figure 4.1

fonction orderITC(T ,i) :int
si T 6= ∅ alors

on suppose que T = {u1, · · · , uN},
où |Γ?−(u1)| ≥ · · · ≥ |Γ?−(uN)|

pour k = 1 · · ·N faire
si ϕ(uk) = 0 alors

i←orderITC(Γ−(uk),i)
ϕ(uk)← i
i← i + 1

finsi
finpour

finsi
renvoyer i
finfonction

Tab. 4.5 – Heuristique optimale pour les anti-arborescences (ITC)

pliant). Il est appelé avec T =un ensemble contenant tous les sommets sans successeurs
et i = 1. La fonction de numérotation est initialisée à ϕ(u) = 0 pour tout sommet u de
G.

La complexité de l’heuristique ITC est plus importante que celle de l’heuristique HNU,
puisque pour chaque sommet on doit calculer la fermeture transitive pour la relation
de précédence, et trier ses prédécesseurs selon le résultat. Dans les expériences, cette
heuristique n’est pas utilisable telle quelle pour cette raison, mais nous souhaiterions
l’adapter pour la numérotation de graphes de précédences de systèmes décrits de façon
hiérarchique (voir 1), car le nombre de sommets est moindre dans ce cas. Le coût DSC
du graphe de la figure 1.5(b) est réduit à 13 par cette heuristique, comme montré en
figure 4.6. La structure de ce graphe étant proche d’une anti-arborescence, le résultat est
évidemment bon.
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Nous montrons dans la section suivante que l’heuristique HNU est efficace pour la
numérotation de graphes issus de cas pratiques.
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Fig. 4.6 – Heuristique ITC pour le graphe de la figure 1.5(b)

4.2 Plateforme de tests

Dans cette section, nous présentons les méthodes qui ont été implémentées pour
permettre la validation expérimentale de nos modèles. Dans un premier temps (sous-
section 4.1), il nous a fallu concevoir et étudier différentes heuristiques destinées à ré-
soudre les problèmes minDSC et minUCS. Afin de pouvoir réaliser des études statistiques,
nous avons aussi implémenté (sous-section 4.2.1) un générateur simple de graphes pseudo-
aléatoires. Enfin (sous-section 4.2.2), nous détaillons la plateforme de simulation, c’est-
à-dire le processus qui nous permet dans la suite de valider les modèles et les meilleures
heuristiques.

4.2.1 Générateur de graphes pseudo-aléatoires

Pour certaines mesures de statistiques, un générateur pseudo-aléatoire de graphes a
aussi été conçu. La méthode est simple : n sommets sont numérotés de 1 à n, et m
arcs (u, v) sont ajoutés de façon pseudo-aléatoire, en suivant une distribution uniforme.
L’absence de circuit est assurée par la condition d’ajout qui impose u < v. Des méthodes
plus complexes existent pour générer de meilleurs graphes au sens aléatoire du terme, mais
celle que nous avons choisie est suffisante puisque nous n’analysons pas de statistiques
complexes sur les résultats.
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4.2.2 Simulation

Les méthodes qui sont habituellement appliquées pour évaluer la qualité d’une heu-
ristique sont souvent difficile à utiliser dans le cas des problèmes de numérotation de
graphes, pour la raison qu’il est difficile d’obtenir de bonnes bornes, quel que soit le cri-
tère. Pour cette raison, et aussi parce que c’est la méthode utilisée en général dans les
simulateurs, nous avons décidé de comparer nos numérotations avec celles obtenues par
une numérotation Random. Cette comparaison a pu être réalisée grâce à l’élaboration
d’un environnement simplifé de simulation décrit en figure 4.7.

Tout d’abord, un graphe de précédence est généré à partir d’une description du système
à simuler. A partir du graphe de précédence, un programme en langage C est généré.
Ce programme est ensuite compilé à l’aide du compilateur gcc (avec ou sans option
d’optimisation), et les temps d’exécution des programmes sont mesurés. Les scores DSC
et UCS sont aussi calculés. Le processus est résumé en figure 4.7.

Jusqu’à une taille suffisante du graphe, deux facteurs perturbent les résultats et em-
pêchent une bonne analyse des résultats. D’une part, quand les temps d’exécution sont
trop faibles, les mesures sont difficiles. D’autre part, quand le faible nombre de variables
garantit que l’exécution peut être faite intégralement dans des bas niveaux de mémoire,
nos optimisations n’offrent que peu d’intérêt. Pour cette raison, les mesures ont été réali-
sées pour des graphes contenant au moins 103 sommets.

de score
Evaluateur

Netlist Random

de graphes de simulateur
Générateur Générateur Programme

Compilateur

Exécution

Fichier binaire

Numérotation

−Random
−Heuristique

DSC(ϕ, G)

G = (V,A)

UCS(ϕ, G) t(ϕ, G)

Fig. 4.7 – Processus de validation des modèles
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4.3 Performances des heuristiques

4.3.1 Comparaison des différentes heuristiques

Les résultats des différentes heuristiques sont présentés dans la figure 4.8. Le mode
opératoire est le suivant. Le graphe est généré à partir d’un diviseur IEEE 64 bits. On
génère pour les heuristiques FIFO, LIFO et celle précédemment décrite une numérotation,
puis un exécutable. Ensuite, on mesure les durées de 100 exécutions afin d’éliminer le bruit
de fond causé par le système. Les chiffres pour l’heuristique RANDOM sont des moyennes
pour 10 numérotations. On remarque que les différentes options de compilation de gcc

n’influencent pas les temps d’exécution, mais en revanchent influencent grandement les
temps de compilation (un facteur 100 entre -O0 et -O3).

Pour chaque heuristique testée, trois points sont représentés : le temps d’exécution
minimal observé, le temps moyen et le temps maximal.
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Fig. 4.8 – Comparaison des différentes heuristiques (100 exécutions pour un graphe aléa-
toire de 106 sommets)
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4.3.2 Accélération du temps d’exécution

Afin de valider notre méthode, deux éléments sont importants. Tout d’abord, les mo-
dèles représentent-ils correctement le temps d’exécution ? Une diminution des scores DSC
et UCS par une méthode quelconque conduit-elle bien à une diminution du temps d’exécu-
tion ? C’est seulement dans un second temps que l’intérêt de la mise en œuvre de méthodes
destinées à diminuer les scores prend un sens. Le deuxième élément des expériences est
alors de vérifier que l’heuritique HNU conduit bien à des numérotations de score plus
faible que les autres heuristiques.

Nous vérifions que la meilleure des heuristiques conduit bien à des diminutions des
temps d’exécution pour la simulation de graphes issus de composants réels. Le tableau 4.6
montre les améliorations des temps d’exécution obtenue grâce à notre heuristique en
comparaison avec une numérotation pseudo-aléatoire. Les graphes sur lesquels les résultats
on été établis sont les graphes de précédences d’opérateurs arithmétiques générés à l’aide
de GenOptim [Hou97] : un diviseur IEEE 64 bits, un multiplieur IEEE 64 bits. Bien que
l’évaluation des coûts soit déterministe, les durées d’exécution affichées sont en réalité des
moyennes. En effet, à cause du bruit du système d’exploitation sous lequel fonctionne le
programme, on a observé des variances pouvant atteindre le double de la valeur moyenne.
Empiriquement, la convergence est généralement atteinte après 100 itérations.

Les valeurs pour les graphes générés aléatoirement sont des moyennes. 10 graphes
du nombre de sommets et d’arcs correspondant ont été générés. Les scores DSC et UCS
représentés pour l’heuristique HNU sont les moyennes de leurs scores. Pour chaque graphe,
70 numérotations Random ont été générées, et les moyennes des scores UCS et DSC
calculées. Là encore, les temps d’exécutions sont des moyennes sur 100 simulations.

Il a été observé lors de ces expériences que pour un grand nombre de graphes générés
pseudo-aléatoirement, ainsi que pour les graphes générés à partir de composants réels, les
heuristiques que nous avons élaborées améliorent les scores DSC et UCS par rapport aux
numérotations pseudo-aléatoires. Les résultats du tableau 4.6 illustrent ce propos, qui est
aussi vrai pour les temps d’exécution moyens.

4.4 Conclusion

Ce travail a démontré que l’étude de modèles théoriques simples de gestion de la mé-
moire peut mener à des améliorations de durées d’exécution de programmes en pratique.
En effet, les heuristiques que nous avons proposées permettent le réarrangement efficace
d’un code de simulation avant sa compilation. Les prochaines étapes de ces travaux sont
d’intégrer ces heuristiques dans un environnement de simulation réel.

Lors de nos travaux, nous avons en fait intégré l’heuristique HNU dans un tel en-
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Diviseur Multiplieur Graphe aléatoire

Sommets 35078 3109 3000
Arcs 76023 7923 6000

UCS aléatoire 82252692 1515454 1522150
score heuristique 80221903 1318562 1452577
Amélioration 2% 13% 5%
DSC Aléatoire 68394731 883191 887046
score heuristique 66694305 750756 845254
Amélioration 2.5% 15% 5%

Durée Aléatoire 59461 7972 8438
d’exécution (ms) heuristique 49952 6428 7810
Accélération 16% 19.5% 7%

Tab. 4.6 – Accélération des temps d’exécution entre l’heuristique HNU et Random

vironnement (simulateur systemC), sans résultats probants. En effet, l’observation des
exécutions du simulateur a montré que le temps effectif passé à la simulation des parties
combinatoires des circuits représentent une faible partie du temps total de simulation,
au contraire de l’ordonnancement globale des différents éléments des systèmes. Or, c’est
justement sur ces parties combinatoires que portent les améliorations amenées par notre
méthode. Nos futures expériences sont donc destinées à la porter dans des simulateurs
de systèmes dans lesquels la partie combinatoire est prépondérante, tels par exemple les
simulateurs de composants arithmétiques.
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Conclusions

Dans cette thèse, nous avons introduit un nouveau critère d’optimisation pour les
problèmes de numérotation de graphes orientés : le critère Uniform Cost Stack. Nous
avons montré que la minimisation de ce critère est un problème difficile dans le cas des
graphes de profondeur 2, mais qu’une numérotation optimale peut être atteinte en un
nombre polynomial d’opérations dans le cas des arborescences et des anti-arborescences.

Nous avons aussi étudié la généralisation aux graphes orienté d’un problème classique
de numérotations de graphes : Sumcut. Ces travaux nous ont permis de montrer que le
problème Minimum Directed Sumcut est difficile dans le cas général. En revanche, nous
avons montré plusieurs classes de graphes orientés pour lesquelles les sous-problèmes sont
résolvables en temps polynomial : les anti-arborescences (voir 3.2.1), les arborescences
(voir 3.2.2), les graphes série-parallèles (voir 3.2.3), et les ordres d’intervalles (voir 3.2.4).

Un des apports de nos travaux est aussi d’avoir montré que, à partir de la description
d’un système, ces modèles permettent de donner une estimation de la durée d’exécution du
programme de simulation au cycle près sur un ordinateur, ces coûts représentant une esti-
mation des durées de chargement des variables du programme à partir de la mémoire. Les
études théoriques sur les modèles nous ont permis d’élaborer des heuristiques conduisant
à des temps d’exécution inférieurs à ceux qui utilisent des numérotations quelconques.

Perspectives

Les objectifs futurs de nos travaux sont de natures différentes. Tout d’abord, nous
aimerions continuer à étudier de nouvelles classes de graphes susceptibles de conduire à
des algorithmes polynômiaux pour les problèmes minDSC et minUCS, comme par exemple
la classe des ordres quasi-intervalles [Mou03], qui contient à la fois les ordres intervalles et
une certaine classe de graphes série-parallèles.. Nous voulons aussi élaborer des modèles
à granularité plus importante, de façon à obtenir des algorithmes à plusieurs niveaux,
respectant mieux la description hiérarchique des systèmes.
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Au niveau des expériences, nous voulons intégrer complètement nos heuristiques dans
un environnement de simulation réel, de manière à pouvoir comparer mieux nos méthodes
avec l’existant, et surtout à pouvoir les mettre à disposition des concepteurs de systèmes
intégrés. De plus ce type de mise en forme est utile pour soulever de nouvelles problé-
matiques auxquelles ils sont confrontés, et pour lesquelles l’optimisation combinatoire et
l’ordonnancement peuvent apporter des réponses.

Plus précisément, nous travaillons actuellement à l’intégration de notre méthode dans
un simulateur de composants arithmétiques. En plus de pouvoir la comparer avec les
autres méthodes, l’objectif est double. Tout d’abord, ces simulateurs ont la particularité
de passer la plus grande partie du temps de simulation dans les parties combinatoires des
composants, ce qui est justement le point sur lequel portent nos optimisations. Ceci est
à opposer à d’autres simulateurs, qui se focalisent sur un ordonnancement à granularité
importante, c’est à dire aux interactions entre les composants du système à simuler. Les
optimisations sur les parties combinatoires dans de tels cas ne portent donc que sur une
faible partie du temps de simulation, et n’offrent donc que peu d’intérêt. D’autre part,
les circuits arithmétiques ont la particularité d’avoir une structure arborescente, à partir
d’un certain niveau d’abstraction. Notre méthode étant optimale pour de telles structures,
nous étudions la possibilité de numéroter de façon optimale au sens de DSC ou UCS des
blocs de sommets. Dans le cas où ces blocs contiennent un faible nombre de sommets,
nos modèles de mémoire gardent un sens, et nous attendons des améliorations de temps
de simulation meilleures que celles obtenues avec la mise à plat intégrale du circuit. Les
travaux préliminaires sur cette méthode ont déjà montré que le problème de la construction
de telles partitions de l’ensemble des sommets d’un graphe est un problème non trivial.
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